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A. Formes bilinéaires symétriques plates.

1) Question de cours.

E=R" — E*=(R"*
Z = gp(x, )

dans son duak* = (R™)*. Par ailleurs, comm®&™ est de dimension finié&R™ muni du produit scalaire usuel

est un espace euclidien.

Or d’'apres le théoreme de représentation des formes lasdair

e Commeyp est une forme bilinéaire, I'application: estlinéaire déZ = R"

Le théoreme de représentation de Riesz
V:zeR"— (z,-) € (R")*
est un isomorphisme d’espace vectoriel

Preuve :
U est clairement une application linéaire injective entrexde-espace vectoriel
de méme dimension donc elle est bijective

Ainsi
[p(2,y) = (u(), y) z(x;y) € R" x R"|

y [(P(z) = (¥ ou)(x) Vo € R"]
[p(z,y) = (u(z),y)

CommeV est bijectif, on a donc
[o(z,y) = (w(@),y) Y(z;y) ER" xR <= u=T"1o0p.

Ainsi u existe et est unique, de plusest linéaire deR™ dans lui-méme par composition d’applications li-
néaires.

Commey est symétrique, on a pour tolt; y) de (R™)? :

(u(z),y) = p(z,y) = p(y,x) = (u(y), z) = (x,u(y)) (par symeétrie du produit scalaire)

Ainsi u est bien symétrique

e Commeu est un endomorphisme symétrique d’un espace euclidienetgéme spectral assure qu’il existe
une base orthonormée;),<,<,, deRR" formée de vecteurs propres paurAinsi en notant\; la valeur propre
associée a;, on obtient pour tout # j : (e;, e;) = (u(e;), e;) = Ai{ei, e;) =0

Ainsi ¢ est bien diagonalisable.

2) e L'applicationa ® b est bien définie d&®™ x R™ dansR ; elle est bilinéaire cafa ® b)(x,-) = a(z)b est
linéaire (puisque(x) est un reel et est linéaire) efa ® b)(-, x) = b(x)a aussi et ce pour tout deR™.
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e Sia est nulle alorsr ® b est symétrique car c’est I'application nulle.

Sia n'est pas nulle alors saity dansR™ aveca(x) # 0.

Analysons la situation : si ® b est symétrique alors pour toute R", on a(a ® b)(xo,y) = (a ® b)(y, zo)
i.e.a(xg)b(y) = b(xg) a(y) donch = pa avecu = b(xg)/a(xg) (cara(xzy) € R*).

Réciproguement sh s’écrit ua avecp € R alorsa ® b = pa ® a donc est symétrique puisque dans
(a®b)(x,y) = pa(x),a(y) les réles der ety sont bien symétriques.

Finalement: ® b est symétrique si et seulementsi= 0 ou (a, b) est liée, donc finalement si et seulement si
a etb sont liées.

3) D’aprés la question., ¢ est diagonalisable donc il existe une bdse- (e;)i<;<, deR" pour laquelle
v(e;, e;) = 0 pour touti # j. Dans la bas€, la matriceM dey est donc diagonale avec en lighet colonne

i le réely(e;, ;). Par hypothes@/ est de rand car ¢ l'est, tous les coefficients diagonauxXe;, ¢;) de M
sont donc nuls sauf un. Quitte a changer I'ordre des vectirita basef, on suppose. = ¢(e,e;) # 0 et
(e, e;) = 0 pour touti = 2...n

Alors on posef = /|ule* avece* 'unique forme linéaire d&®™ qui envoiee; surl et lese; pouri de2 an sur

0 (i.e.e* est 'application premiére coordonnée dé@)sOn obtient alory @ f = |ule* ® e* doncy = f ® f
siu>0etp=—f® f, I'égalité des applications bilinéaires étant obtenue leseovant qu’elles ont méme
matrice dans la basedeR".

4) Avec les notations de la questions précedentesest de rang alors il existezs = +1 et une forme linéaire
f avecp = ef ® f. Ainsi pour toutz, y,z etw deR", on a

(o(x,y),0(z,w)) = ez, y)e(z,w) = e f(x) fy) f(2) f(w) = [ (z) f(w) f(2) [(y) = (p(z,w), o(2,y))

Ainsi une forme bilinéaire de rangest toujours plate.

5) Si p est une forme bilinéaire plate non nulle alors via la questicelle est diagonalisable et il existe une
basef = (e;)1<i<n, deR" pour laquellep(e;, e;) = 0 pour touti # j. Dans la bas€, la matrice dep est
diagonale et non nulle (car est supposée non nulle), donc il exiét@vecy(e,, e,) # 0. Commey est plate,
on obtient

Vi € {17 U 7n} avect 7£ f, <(,0(€g, 65)7 (,0(61', ez)) = <30<€Zu 61'), QO(@[, el)) i'e'(p(eéa eé)"p(&ﬁ ei) =0
Donc commep(eg, e,) # 0, on ap(e;, e;) = 0 pour tout: # ¢. Ainsi la matrice dep dans la bas€ est

diagonale et tous ses coefficients diagonaux sauf un (eghe ) sont nuls donc elle est de ranget donc
pestderang.

B. Diagonalisation simultanée.

6) e Si u;, admet un sous-espace propre (pour la valeur prdpde dimensiom alors ce sous-espace propre
estF tout entier car inclus dank et de méme dimension que, etu;, = A/ d doncu est une homothétie ce
qui n’est pas. Ainsi les sous-espaces propres;dsont tous de dimension strictement inférieure a

e Redémontrons que si deux endomorphismes commutent, tpategpropre de I'un est stable par l'autre.
Soitu un endomorphisme commutant avgg, alors pour tout: dans le sous-espace propreugeassocie a la
valeur propreu, on a

i (u(x)) = (i, ou)(x) = (o uy)(x) = u(uy,(z)) = u(pzr) = pu(x) par linéarité de:.

Ainsi u(z) appartient &er(u;, — uld), le sous-espace propre dg associé a la valeur propre
Ainsi tout sous-espace propre dg est stable par tout; (caru; commute avea,,).

7) e Si tous les endomorphismassont des homothéties alors dans toute base orthonormgetdas lesu;
ont une matrice diagonale (méme scalaire).
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e Sinon, on choisit, tel queu,, ne soit pas une homothétie, alors d’aprés le théoréme apdctest somme
directe orthogonale des sous-espaces proprag de

Soit F" un sous-espace propredg, alors via la questiof., F' est stable par tous les donc on peut considé-
rer les endomorphime’sF induits surF’ par lesu;.

Ces endomorphismes’ sont autoadjoints car les le sont, et commutent deux a deux cardggommutent
deux a deux. Donc par hypothése de récurrence commst de dimension strictement inférieure &via la
questiorB.), il existe une base orthonorm@e- de F' dans laquelle les matrices ¢ sont toutes diagonales.
La réunion (concaténation) des bases orthonorfigede I, quandF' décrit la famille finie des sous-espaces
propres deu;,, donne une bas® orthonormée d€v (car £ est somme directe orthogonale de ces sous-
espaces). DariB, la matrice de; est diagonale par blocs avec pour blocs les matiigesians les baseB
des sous-espaces propres«equi sont diagonales par choix d8s. Ainsi on a trouvé une base orthonormée
de E dans laquelle tous lag ont une matrice diagonale.

e On a vu que le résultat que I'on veut prouver est vrai phiui(£) = 1, qu'il est récurrent (s'il est vrai
pour toutE avecdim(F) < n alors il reste vrai pour touE’ de dimensiom donc pour tout? de dimension
strictement inférieure a + 1). Donc par le principe de récurrence, il est vrai pour tout

C. Vecteurs réguliers.

8) e Si B est inversible alordet(A + tB) = det((AB~! + ¢I)B) = det(B) det(AB~" + ¢I) or A + tB est
inversible si et seulementéét(A +tB) # 0 donc commelet(B) # 0, on trouve queld + ¢t B est inversible si
et seulement sict(AB~! + tI) # 0 i.e. —t n'est pas racine du polynéme caractéristiqueid& ! qui admet
au plusn racines donci + ¢t B est inversible pour toutdeR sauf pour au plus valeurs.

Si A est inversible alorglet(A) # 0 et pour toutt # 0, on adet(A + tB) = det(t(t 11 + BA 1) A) =
t" det(A) det(t~*I + BA™'). Donc pourt # 0, A + tB est inversible si et seulementdit(A + tB) # 0 i.e.
det(t7'I + BA™') # 0 i.e. —t~! non racine du polyndme caractéristiquefld ! (qui en admet au plus).
Ainsi A + tB est inversible sauf peut-étre pour- 1 valeurs de.

Finalement sid ou B est inversible A + ¢ B est inversible sauf pour un nombre fini de valeurs.de

Autre méthode.

Comme d’une part le déterminant d’une matrice est polynbemi¢es coefficients de la matrice, et d’autre part
les coefficients del +¢ B sont polynomiaux efy il résulte quelet(A+¢B) est un polyndmeé ent. Or si A est
inversible,P(0) = det(A) # 0, et sinonB est inversible eP(0) = det(A) = 0 avect” P(1/t) = det(tA+ B)
quitend verslet(B) # 0 quand: tend vers) ce qui prouve qué*P(1/t) doncP(1/t) n’est pas nul pourassez
grand, ainsP n’est pas un polynéme constant. DaR@admet un nombre fini de racinesiett) = det(A+tB)

est non nul sauf pour un nombre fini de valeurs da@nsi A + ¢t B est inversible sauf pour ce nombre fini de
valeurs de¢.

9. La famille (a1, as, - - - ,a,) deRP étant libre, on a < p et via le théoréme de la base incompléete, on com-
pléte cette famille en une base,, as, - - - ,a,) deRP. On complete la famill€b,, - - - ,b,) par des vecteurs
nuls en(by,--- ,b,) .

On noteA la matrice d€g(ay, as, - - - , a,) dans la base canonique Be (i.e. la matrice dont lgéme colonne
est formée des coordonnéesdedans la base canonique &€) et B celle de(by, bs, - - - ,b,) dans la base
canonigue d&?. La premiére famille étant libred est inversible donc via la questi@ la matriceA + tB

est inversible sauf pour un nombre fini de valeurs (tBsonsA + ¢ B non inversible pout dansJ). Or A+tB

est la matrice déa; +tby, as +tbs, - - - , a, +tb,) dans la base canonique ®e, donc pout ¢ J, cette famille

est libre et la sous-famill@y; + tby, as + tbs, - - - , a, + tb,) aussi.

Ainsi (a; + tby, as + thy, - - - , a, + tb,) est libre sauf peut-étre pour un nombre fini de valeurs(delles deJ).

10. Soit x dansR"™ ety dansker (v) i.e. ¢(v,y) = 0. Commeuv est régulier poutp, 'image Imp(v) est de
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dimensiory, donc il existe une famille libréey, - - - , e,) telle que(o(v)(e;))1<i<, €NGENdre Ind(v).
Supposons (par I'absurde) quér, y) n'est pas dans It(v). Ainsila famille (@ (v)(e1), - - -, @(v)(eq), ©(x,y))
i.e.(p(v,e1), (v, e.), o(x,y)) estlibre. Donc via la questidd, il existe un voisinag®” de0 tel que pour
toutt € V, la famille f = (p(v,e1) + to(x,e1), - (v, e,) + to(z,e,), p(x,y) + t0) est libre. Par li-
néarité dep, la famille f = (p(v + tx,e1), - (v + tz,e,), p(z,y)) est libre, pour tout dansl’. Donc
en choisissant dansV avecs # 0, la famille (o(v + sz, e1), - - p(v + sz, e,), sp(x,y)) est libre et comme
¢(v,y) = 0, on obtient la liberté dép(v+sx,e1), - - p(v+sz,e,), p(v+sz,y))i.e.deg(er),---g(e,), 9(y))
avecg = ¢(v + sz). Ainsi Img = Im@(v + sx) est de dimension au moinst ¢ ce qui contredit la définition
degq. Doncy(z,y) appartient & Inp(v).

11.e Procédons par double inclusion.

Soit z dansker ¢. Alors par définitionp(z) = 0 doncy(z,v) = ¢(x)(v) = 0 et par symétrie de, on a bien
o(v)(z) = (v, x) = @(x)(v) = 0. Doncx est danger p(v). Ainsi ker ¢ C ker ¢(v).

Réciproquement, soit dansker p(v). Fixonsx dansR™. D’aprés la questiod0., le vecteury(zx,y) est dans
Im@(v) i.e. il existez, dansR™ avecy(z,y) = ¢(v, z;). Ainsi dansR?, on a

(p(@,y, 0(x,y)) = (¢(v, 22), ¢(x,9)) = ((v,y), p(, z)) (carp est plate).

Or w(v,y) = (§(v)(y) = 0 doncllp(z,y)|> = (o(x.y), p(x,y)) = 0 et donc|lp(z,y)|| = 0 ie. par
séparation d'une normes(y))(z) = ¢(z,y) = 0. Ainsi toutz est dans le noyau dg(y) doncg(y) est nul

donc par définitiory est dangker ¢.
Finalement, pour tout vecteur réguliede ¢, les noyauxer ¢(v) etker ¢ sont égaux

e Siker o = {0} alors en considérant un vecteur réeguligrour ¢, I'application(v) est linéaire d&R™ dans
R, injective car de noyakier ¢(v) = ker o réduit a{0}. Doncdim R? > dimR" i.e.p > n.

12. Soitv régulier pouryp. Alors Imp(v) est de dimension donc il existe une famille librge,, - - - ,¢,) telle
que (@(v)(er),---,p(v)(e,)) est une base de Ipfv). Via le théoréme de la base incompléte, il existe des
vecteursfy, - - - f, tels queB = (p(v)(e1),- -+, p(v)(eq), f1,- - , fr) €St une base drP.

Alors par linearité de: — ¢(z), l'application ¥, : x € R" — dets(@(z)(er), -, o(x)(ey), f1, -+, fr)
est polynémiale en les coordonnéesideans la base canonique ®&, donc continue. Elle vaut env donc

il existe un voisinagéV, de v dansR" sur lequelV, ne s’annule pas. Ainsi pour tout dansW,, la fa-
mille (p(x)(e1),---,p(x)(ey), f1,-- -, fr) est libre donc la sous-familles(z)(e1), - - -, ¢(z)(e,)) aussi ce
qui prouve que Ink(x) est de dimension au moiggloncg carq est la dimension maximale d’une telle image
par définition. Ainsiz est un vecteur régulier.

Finalement tout vecteur régulier admet un voisinage formguement de vecteurs réguliers donc
'ensembleV des vecteurs réguliers poyrest un ouvert d®™.

13. Soit = un vecteur quelconque de” et v un vecteur régulier poup. Avec les notations de la ques-
tion précedente, la matrice d& dansB i.e. B = I, est inversible. Donc en notant la matrice de la
famille (g(z)(e1), -, ¢(x)(eq), f1,- -+, fr) dansB, la question8. assure quel + tB est inversible pour
tout réelt sauf peut-étre ceux d'un ensemble fini De plusA + ¢ B est, par bilinéarité de, la matrice de
(P(x+tv)(er), -, p(z+tv)(ey), (L +1)f1, -, (1+1t)f.) dansB.

Notonse > 0 le minimum de7' N R si cet ensemble est non vide, Etsinon. Alors pour tout entier
m > 1/T, la matriceA + LB de (¢(z + v/m)(e1), -+, @¢(z + v/m)(ey), f1,- - , f,) dansB est inversible
donc(@(x 4+ v/m)(er), -, ¢(z +v/m)(e,) est libre et comme dans la questib? cela permet de conclure
quez + v/m est un vecteur régulier poyr. Ainsi la suite(z + v/m)~n1/m+1 (Qvec|] la partie entiére) est
une suite de vecteurs réguliers pququi converge vers.

Cela prouve que tout vecteurest dans I'adhérence d&i.e."V est dense dariR”.
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D. Le casp = n de noyau nul.

14. Commey est bilinéaire, symétrique et plate,«est un vecteur régulier pour, la questionll. assure
que le noyatker p(v) vautker ¢ donc est réduit au vecteur nul. Ainsi I'application lin@aji(v) est injective

et est un endomorphisme @& (carp = n doncR" = RP). Donc (par le théoreme du rang par exemple)
I'endomorphisme>(v) est un automorphisme

15. Pour toutu etw deR™, on a, en notant’ = [¢(v)] ' (u) etw’ = [p(v)]"H(w) :
(W(z)(u), w) = (@(x)(u), p(v)(w)) = (p(x, u'), p(v, w))

or commey est plate, on &p(x, u'), p(v, w )> (p(z,w"), p(v,u")) donc par ce qui précede
(U(z)(u),w) = (V(z)(w),u) = (u, ¥(zx)(w),) (par symetrie du produit scalaire).

Ainsi ¥(z) est bien autoadjoirgour toutz deR”.

), ¥(x)(2))
(W (y) o W(x))(z
= ((U(y) o ¥(x))(2), w) par symétrie du produit scalaire
Ainsi par linéarité de-, w), le vecteun ¥ (z) o ¥(y))(z) — (¥(y) o ¥(z))(z) est orthogonal a tout vecteur

deR" donc est nul, et ce pour tout vecteude R™ doncV¥ (x) o ¥(y) = ¥(y) o ¥(x).

e Les ¥ (x) forment une famille d’'endomorphismes &#, autodajoints (questioft5. qui commutent 2 a
2 donc via les questions d&, il existe une base orthonormés, - - - , ¢,,) deR™ dans laquelle tous leB(x)
ont une matrice diagonale.

)) car¥(y) est autoadjoint vid5.

16. e Pour toutz ety de R" et toutw et = de R? = R", on a, toujours en notant’ = [p(v)]~}(w) et
7 =[p)] =
((\If([x)<o)]\11(35)))( Jyw)y = ((V(y))(z), ¥(x)(w)) car¥(x) est autoadjoint vid5.

= (p(y,2'), p(x,w")) par définition del

= (p(y,w'), p(z,2')) carp est plate

= (U(y)(w 2)
(w )
(

17.Via la questioriL4., ¢(v) est un automorphisme @& donc(f; = (@(v)) " t(e1), -+, fu = (@(v)) " (en))
est une base de".

Or pour tout; = 1...n, chaquee; est vecteur propre dé( f;) via la questioril6. donc il existe;(j) € R
avec(¥(£:))(e;) = Ailj) e;

Alnsi pour tout 7 j dans(1, ..}, on azp(f, f;) = (2(£)) (P(0)es)) = W(£)(e) = M) e

et par symétrie de, on a aussp(f;, f;) = ¢(f;, fi) = A;(i) e

Mais la famille (e;, e;) est libre (comme sous-famille d’'une base & donc \;(j)e; = A;(i) e; impose
A; (i) = Ai(j) = 0 donce(fi, f;) = 0.

Finalement a I'aide de la bagés(v))~t(e1), -+, (¢(v))'(e,)) deR™, on a obtenu que est diagonalisable

www. mat h93. com/ www. nat hexans. fr 5/5


www.math93.com
www.mathexams.fr

