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Partie I

Lorsque a n’est pas ambigu, on note A;(z) plutdt que A;(x, a).

1. On a P(tv) = t?P(v). Par dérivation par rapport & t,

sz tv = dt’1P(v).

En évaluant en t =1,
Z vl (%Z = dP(v).

— M m
2. Pour p =2y ...z},

p(ta —x) = t%a ...a™ + q(t), avec degq < d — 1.
Par combinaison linéaire, pour p homogene de degré d,
p(ta — x) = p(a)t? + r(t), avec degr < d — 1.

Comme p(a) # 0, deg, p(ta — ) = d. Comme ce polyndéme est scindé dans
R, il admet d racines réelles, comptées avec multiplicité.
3. e D’apres 2,
d
p(ta — x) H
i=1

Faisant ¢ = 0 et divisant par (—1)¢,

e On a, si s # 0,

d d d
p(ta — sx) H H P =p(a) H(t — sAi(z))

=1 i=1 i=1

<.

Si s >0, A\i(sz) = sA;(x) tandis que si s < 0, A\j(sx) = sAgr1-s(x). Sis =0,
tous les \; sont nuls.

e On a p(ta —z — sa) = p(a) f[l(ts Ai(z)). Donc X;(z 4+ sa) = s+ \i(z).



4. Cette fonction p est homogene de degré m sur S,,(R). Comme p(ti,, —
x) est scindé dans R d’aprés le théoreme spectral et que p(l,) = 1, p est
hyperbolique dans la direction I,,.

5. Pour k£ = n, la forme ¢ est strictement positive et ne peut donc s’annuler
en dehors de 0. Elle n’est donc pas hyperbolique. Supposons plutdt k& € [1,n—1].

e Supposons ¢ hyperbolique dans la direction a, avec d’abord ¢(a) > 0. Alors,
pour tout z,

q(ta — 2) = q(a)t* — 2tB(a,z) + q(x)

est scindé dans R, donc B(a, x)? > ¢(a)q(x). Considérons I'ensemble V des x tels
que B(a,z) = 0. Comme B(a,a) > 0, ¢’est un hyperplan. Si x € V, g(x) < 0.
Supposons par Uabsurde k > 2. Soit W = vect(ey, e3). Il existe z € VNW —{0}.
Or ¢(z) > 0 car x € W, ce qui est une contradiction. Donc k = 1.

En étudiant le cas ¢(a) < 0, par changement de ¢ en —g, on voit qu’il est
nécessaire que k € {1,n — 1}.

e Supposons réciproquement que k = 1 par exemple. Alors

qlte; —x) = (t — 1) —2* — - — 22,

C’est un polynoéme scindé dans R. Donc g est hyperbolique dans la direction

e1. Bt de méme si k =n — 1 (en remplagant e par e,).

6. On a

ﬁp(ta —1z) = (aVp)(ta — z).

D’apres le théoreme de Rolle, ce polynéme est scindé dans R. On a (aVp)(a) =
dp(a) # 0. Enfin, aVp est manifestement homogene de degré d — 1.

7. e On sait que

n

H(t — .’lﬁl) =

=1

NE

(—1)E¢mF 3y (2).

x>~
Il
=]

Dérivons cette égalité par rapport a x; :
n n
)%
N | (RESES yEIC T e)
i£j k=0 i
Multiplions par ¢t — z; :

n n

.02 e 0%
M=) = dDo(=phemrst F —sz )
i=1 k=0 Ox;
n—1 n
0%k an—k 02k
= (=D = () — 3 Y ()RR ().
k;1 é)xj j];) 8xj



En identifiant le terme en "% et en divisant par (—1)**+1,

0%k 0%y,

Du(w) = “r @)+ 2, @)

Sommons pour j entre 1 et n :
nYg(z) = (e- VIri1)(z) + kX(2)

grace a 1 et au fait que Xj est homogene de degré k.

Finalement, ¥;, = ﬁ(e - V3g41) pour k <n—1.

e Raisonnons alors par récurrence descendante. Il est évident que 3, est
n
hyperbolique dans la direction e, puisque X, (te — z) = [] (¢t — x;). Si k41 est
i=1
hyperbolique dans la direction e, alors, d’apres 6, e- VX1 lest aussi, donc X
de méme.

8. Supposons F' non continue en Z. Alors il existe € > 0 et une suite (z™)
tendant vers T tels que |F(z™) — F(Z|| > . Si Pon applique ceci & m = p(k),
on obtient une contradiction.

9.a e Soit P = t% 4+ ag_1t%' + --- 4+ ay et u une racine de P. Supposons
|u > 1. Alors

u = —ag_1ut = —ay,

donc
ul* < (|aa—1]+ - +|aol)ul*"".

Par conséquent, |u| < M(P) avec M(P) := max(1,|ag_1]|+ -+ |ao])-

e Soit A tel que, pour tout m, ||z™| < A. Posons P, (t) := p(ta — a2™) =
ttag_ (2t -+ ap(z™), ot ag, . . ., ag_1 sont continues (polynomiales)
sur R™, donc bornées sur B’(0, A). Il en résulte qu’il existe M’ tel que, pour
tout m, M(P,,) < M’ et donc, pour tout m et tout 4, |A\;(z™)| < M’.

9.b Soit (™) une suite convergeant vers Z. Pour montrer que A est continue
en 7, il suffit d’apres 8 de montrer que ’on peut trouver ¢ telle que A(ac“"(k)) —
A(7). Comme la suite (A(x™)) est bornée dans R%, espace de dimension finie, il
existe ¢ telle que A(x“’(k)) — [ € R%. Par passage a la limite dans les inégalités
larges, [; < --- < lg.

D’autre part, p(ta — 2¥®)) — p(ta — T). Mais, d’un autre coté,

d d

plta —x#®) =TTt = Mi@?™)) — ]t - 1.

=1 i=1

Par conséquent, I; = \;(Z) (grace a Pordonnement), donc A(z#*)) — A(T).
Ainsi, A est continue en T.

10. e Remarquons que a € C(p, a) car p(ta — a) = (t — 1)%p(a).
e Si b e C(p,a), alors, pour ¢ €]0,1],

ML= a+th) = (1 — ) + A (b) > 0.



e Sib e C(p,a),lesracines de t — (a-Vp)(ta—b) appartiennent & ’enveloppe
convexe de celles de t — p(ta—b) (d’apres Rolle), donc sont strictement positives.

11. e Comme ¢, est continue, il suffit de montrer qu’elle tend vers oo en
eoo. On a, pour u > 0,

X (ub+ ) = uh; (b + %) ()

par continuité de A; et le fait que A;(b) > 0. Donc ¢;(u) — +oo.

u——+o0

De méme, pour u < 0,
x
Aj(ub+ ) = udar1—j(b + =) ~ udari-;(b)

et donc pj(u) — —oo.

——00
e Par hypothese, si p;(u) = ¢ (u) pour j # k, alors ub+x est colinéaire a a,
donc x € vect(a,b). Si réciproquement cette condition est réalisée, = aa — 3,
donc
p(ua — (Bb+2)) = pl(u — a)a) = (u — a)p(a),

donc A;(Bb+ x) = « pour tout j.

7

d
12. ¢ Si b € C(p,a), p(b) = p(a) [] Ai(b) # 0. On suppose dans la suite b
=1

non colinéaire a a.

e Supposons que x ¢ vect(a,b). Pour chaque ¢, 'équation A\;(ub+ z) = 0
admet une racine u; d’aprés 11 et, si j # 4, u; # u; (sinon @;(u;) = @;(w;)),
donc ces racines sont distinctes.Or

d

p(ub + ) = p(a) [T Ao(ub + 2),
i=1

donc u — p(ub + ) s’annule en les d réels distincts w;.

e Supposons x ¢ vect(b), mais x € vect(a,b). On peut donc écrire z =
aa + (b, avec a # 0. On a
e

p(ubr) = pl(ut A)b+0a) = (uta)p(e) [[ (5= -l b.a) = p(@) [J(a—(ut HAi(b.0)).

% %

polynome en u scindé a racines simples.
13. e Supposons d’abord que x € vect(a,b). Alors
p((ub+ 2) — ta) = p((u+ B + (a — ya)p(a) [[((a =) = (u+ B)Xi(~b,a)),
d’apres le calcul précédent. Les racines de ce polynome en ¢ sont les

a—(u+B)Ai(=b,a) = a+ (ut B)Aas1-i(b, a),



qui sont bien des fonctions strictement croissantes de wu.

e Supposons & présent que x ¢ vect(a, b).

Considérons le polynome p(ta — ub — z), de la variable u (pour ¢ fixé). Il est
de degré d (car p(b) # 0). Notons K; 'ensemble des u tels que ¢t = \;(ub+z, a).
Deux ensembles K; d’indices distincts sont disjoints, d’apres le deuxieme alinéa
de la question 11. Chaque K est non vide d’apres la surjectivité montrée dans
la question 11. Il y a d ensembles K et d racines (en u) de I’équation p(ta —
ub—x) = 0. Il y en a donc exactement une dans chaque K, ce qui montre
Iinjectivité de u — X\j(ub+ x,a).

e L’application u — Aj(ub + z,a) est injective et continue sur R. Elle est
donc strictement monotone, et strictement croissant d’apres son étude en +oo.

14. e Il est clair que, si x € C(p,a) et t > 0, alors tx € C(p,a). Soit x et
y dans C(p,a) et t €]0, 1]. Puisque tx et (1 — t)y sont dans C(p,a), il suffit de
mountrer que z +y € C(p,a).

Ona A (z+y,a) 2 A\ (y,a) d’apres 13, car € C(p,a). Donc A\ (z+y,a) > 0
car y € C(p,a).

Ainsi, C(p,a) est un coéne convexe.

e Montrons que, si z et y sont dans C(p, a), A\ (z+y,a) = A (x,a)+ A1 (y, a).

Posons a := A\ (z,a) et 8 := A\1(y,a) et soit € > 0. Alors, u:=x — (@ — €)a
et v:=y— (8 —¢)bsont dans C(p,a), donc u + v aussi, de sorte que

Az +y,a) — (a+ 5 —2) > 0.

Faisant tendre € vers 0,
M@ +y,a) 2 a+ 8= M(,a)+ My, a)
e Sit€]0,1],
ML =t)z +ty,a) = M((1=t)x) + Mi(ty) = (1 = t)Ai(z,a) + tA1(y, a),
donc A (-, a) est une fonction concave.

15. Sit <0,

q(tb — ) = q(a) H Ai(th — z,a).
Sit<0,z—tbe C(p,a) dapres 14, donc A (tb — x, a) < 0. Par conséquent,

q(tb— z) ne s’annule pas dans | — 0o, 0], et ses racines sont strictement positives.
En particulier, Ay (z,b) > 0.

16. Soit z € C(p,a). Alors d’apres ce qui précede, z € C(p,b) et donc
C(p,a) C C(p,b). En particulier, a € C(p,b) et, par symétrie, C(p,a) = C(p,b).

17.a Considérons l’ensemble A des couples (i, ) tels que R(%,j) # 0 (avec

R =>"R(i,j)z'y’). On a (m,0) et (0,p) dans A. Considérons les droites issues
,J

de (m,0) joignant un point de A (il y en a au moins une). Leurs pentes sont



rationnelles strictement négatives (car (0,0) € A), et en nombre fini. Soit -3
avec pged(a, 8) = 1 et 8 > 0, a > 0, la plus grande, de sorte que 1'équation
de la droite correspondante est —*— = —%, ou azx + fy = ma. Si (i,j) € A,
on a donc ai 4+ 87 = ma et il existe au moins deux éléments de A tels que
at + 5 = ma. On pose

Ro(z,y) = Z R(i,7)z'y’

ai+Bj=ma
et

R(z,y):= > R(i,j)a'y
ai+fBj>ma+1

On a
R

Ro(z,y)=a™ > (i,5)y'a"™
ai+fBj=ma
Or 8j = (m — i), donc j = ka et m — i = kS pour un certain k € N (car
a > 0). Donc

Ro(z,y) = 2™ spy*a™ = 2™ Qu(y*a™")
K

avec

Qolt) =) sit.
k

On a vu que Ry contient deux termes au moins, dont un terme en x™, ce
qui implique que Qo(0) # 0. D’autre part, puis k3 = (m — i) < m dans la
somme, définissant Ry, on a Sdeg Qo < m. Enfin, (i, j) — k est manifestement
injective (puisque nécessairement j = ka) et donc le fait qu’il y ait deux termes
au moins dans Ry implique qu’il y en a au moins deux dans @, qui donc n’est
pas constant.

17.b Avec les notations du a,
R(zu®, u’g) = 2"u*"Qo(27 ™)+ Ry (zu*, uf) = uo‘m(zon(z*B)+u*°‘mR1(zuo‘,uﬁ)).

Posons ]:E(z) = 2™Qo(27?). Alors R est un polynome puisque 8 deg Qg < m.
De plus, Rl(zu"ﬂuﬁ ) est une combinaison linéaire de 2t avec ai 4+ B >
am + 1, donc u~ ™Ry (zu®,u”) est de la forme uS(z,u). Cela donne la forme
indiquée.

Puisque @y admet au moins deux termes, il en va de méme de R qui, donc,
n’est pas constant et admet une racine non nulle.

17.cSiw ¢ R, soit 7 > 0 tel que D’ (w,r) C C—R et en outre tel que D' (w, r)
|R(z)| =: € > 0. Soit

1), on a |Mu| <

ne contienne pas d’autre racine de R. En particulier, in
zZ—w

|
M = sup |S(2z,u)|. Si |u| < min(5%7,
(z,u)€D’(0,7)xD’(0,1)

5 et donc



|uS(z,u)| < §. Par conséquent, il existe z € D'(0,7) tel que R(z)+uS(z,u) = 0.
En particulier, z n’est pas réel et, de plus, R(zu®,u?) = 0.

18.a Si R a une racine non réelle, pour |u| assez petit, il existe z non réel tel
que R(zu®,uf) = 0. Prenons u réel assez petit et non nul. Alors zu® est réel,
ce qui contredit 'hypothese.

2im

5 .0n a

18.b Soit Z l'ensemble des racines de R et z € Z. Posons w := e

R(zw®u®,u”) = u®*™(R(2w®) + uS(2w®, u)).

Donc
R(zw*u®, uﬁ) R(z(uw)?, (uw)fa) m
= w™™,

uem - (uw>o¢m

OI‘ M — R(Z) — 0. DOHC

am
v v—0

R(zw®™) = 0.

Ainsi, zw® € Z. Si donc z est une racine non nulle de R, réelle par hypothese,

zw® étant encore réel, w™ est réel. Donc %‘ =keZ,soit 8|2

18.c On applique ce qui préceéde au polynéme U(z,y) := R(z,—y), qui
possede les mémes m, r, « et 3. Pour y réel, U(z,y) est scindé dans R. On écrit

Uzu®,u?) = u®™(U(2) + uV (z,u)).

im

Soit z une racine non nulle de U et w:=¢e# . On a

U(zu®, u?)u=™ — 0.
u—0

Donc
U(z(ww)®, (wu)?)u=™ — 0.

u—0

Or
U(z(wu)?, (wu)?)u=™ = U((z2w®)u®, —u)u™"™ = R((zw®)u®, v’ )u™"" — R(zw®).
Donc zw® € R, d’ou § | «, soit § = 1.
18.d On a (1,0) € A et donc Bp =p > am > m.
19.a On pose p(s,t) := p(sa—tb—x) = p(a) [[(s—Xi(tb+z,a)) et R(X,Y) :=

p(X 4+ s)a— (Y +t)b—z) = (X + s*,Y + t*). Si t* est une racine de
t — @(s*,t), de multiplicité r, 0 est une racine de R(0,Y), de multiplicité r.
Notons que R(0,Y) n’est pas le polynéme nul, puisque p(b) # 0. Soit m la
multiplicité de 0 dans R(X,0) (multiplicité nulle si ce n’est pas racine). Notons
que R(X,0) n’est pas le polynéme nul (il est de degré d). Siy € R, z — R(x,y)
est scindé dans R par hypothese. D’apres 18.d, r > m.



Il en résulte que la multiplicité m de s* comme racine de s — ©(s,t*) est
inférieure ou égale a celle de t* comme racine de t — ¢(s*,t). Il y a donc au
plus 7 indices i tels que A\;(t*b + x,a) = s*.

19.b 1l s’agit de montrer que t — p(tb + x) est scindé dans R. Remarquons
que le résultat de la question 11 n’utilise pas la stricte hyperbolicité.

On note ¢1, ...,y les racines de ce polynoéme, ¢, étant de multiplicité r,. On
a aussi
d
p(tb+ ) = p(a) [ [ Mi(th + x, ).
i=1

Pour chaque i, il existe au moins un ¢ tel que A;(tb + z,a) = 0 d’apres la
question 11, et ce ¢ est nécessairement 1'un des ¢,. On en choisit et on regroupe
les i correspondant au méme ¢4, de sorte que

d= Z|{z; i(tgb+ x,a) =0} < qu

en appliquant a a s* = 0. Donc p(tb + z) est scindé dans R.
20.a On sait d’apres 19 que p est hyperbolique dans la direction b, donc que

p(tb—x):p(b)H(Jc—)\i(m,b)): )zd — p(b Z)\ (z,b)zd1 +
i
D’un autre coté,
p(th — x) = tp(b) — dM (x,b,- -+ D)t~ + - -
par d-linéarité et symétrie. Cela donne le résultat par identification.

20.b On suppose par la suite que p(a) > 0.
On sait que

M(asbi ) = 5p0) 3 Asarh) 2 ) ([T A b) .

Or p(a) = p(b) [T Mi(a,b) d’apres 3. Donc

Mat) > o)A = pla)plty =
21.0n a
p(ta —z) = M(ta — x,...,ta — x)
et donc

dt

p(ta—x) = M(a,ta—z,. .., ta—x)+ - -+M(ta—zx, ..., ta—zx,a) = dM(a,ta—x, . ..

,ta—).



D’aprés Rolle, 4 p(ta—z) est scindé dans R, ce qui montre le résultat (p(a) #
0).

22. Raisonnons par récurrence sur d. Lorsque d = 1, il n’y a rien a montrer.
Supposons le résultat vrai au rang d — 1. Soit M symétrique homogene de degré
d hyperbolique dans la direction a. On suppose toujours p(a) > 0. Fixons i.
D’apres 21, le polynéme p; qui & x associe M (z, ..., x,2°,x, ..., x) est homogeéne
de degré d— 1, hyperbolique dans la direction z* (car, d’apres 19, si 2 € C(p, a),
p est hyperbolique dans la direction z%). On a aussi p(x?) > 0.

Il en résulte que

et donc

par produit. Donc

23.a Considérons sur R™ x R la forme bilinéaire symétrique définie par

(I)((U,Oé), (Uvﬁ)) =af - B(U,U),

et p la forme quadratique associée a ®. On sait d’apres 5 que p est hyperbolique
dans la direction a = (0,1) telle que p(a) = 1. La condition o — g(u) > 0
exprime que p(u, @) > 0. Vérifions que z := (u,a) € C(p,a). On a

p(ta — ) = t* — 2®(a, 2)t + p(z).

Le produit des racines est > 0 et leur somme, égale & ®(a,z) = a > 0. Donc
x € C(p,a), et de méme y := (v, ) € C(p,a). Donc

®(z,y) = Vp(@)p(y,

soit

af = B(u,v) > /(a2 — q(u)) (82 — q(u)).

23.b On applique directement l'inégalité entre moyenne arithmétique et
géométrique. On a



On compte le nombre de fois qu’apparait dans ce produit un terme a; ;. C’est
exactement le nombre de permutations telles que p(i) = j, soit (d — 1)!. Ainsi,

A (@=1)
dlper Haw .

soit

24. On a
plz+y) = M+y,....z+y)
d
= M(x,...,x)+~--+(k>M(y,...,y,x,...,x,...)+---+M(y,...7y)

ou le terme général contient k termes en y. On a utilisé la symétrie de M. Comme
x et y sont dans C(p, a), on peut appliquer 22 au d-uplet (y,...,y, 2, ..., z,...):

d
e+ >3 (1ol T 00 = 0t + 50"

k=0
Sif(x) := p(x)%, on a donc, pour ¢ € [0, 1]

=tz +ty) = f(1 = t)x) + f(ty) = (1 =) f(x) + 1f(y).

25. L’application det est hyperbolique dans la direction I (sur Sg(R)). De
plus, det(tl; — S) a ses racines dans |0, +oo] si et seulement si S € S;T(R).
Donc C(det, I;) = S 1(R) est un cone convexe, et d’apres 24 S — (det S)d est
concave.

26.Sik=1,alorsi=j=1et
)\1(35+y) < )\1(1‘) + /\1(y),

ce qui contredit 14.

27.Soite > 0 et u := z—ea, v :=y—(\;(y)—¢)a. Alors u+v = (z+y)—\;(y),
de sorte que

Ae(u+v) — Xi(u) = Me(@ +y) — A (y) — Ai(x) +e.

On choisit déja € tel que cette quantité soit < 0.
De plus, pour r < 7,



et on choisit € > 0 de fagon que cette quantité soit strictement négative. En
outre, pour r = j,

Ar(V) = Ar(y) — Aj(y) +e=¢e>0.

28. ¢ On a
907‘(0) = A7‘(“) ; Qpr(l) = )‘r(u+ U)
et
er(t) e tAr(v), @r(t) e tAd+1—r(v).
e Notons Ay, ..., As les ensembles apparaissant dans cet ordre dans la ques-

tion 29.a. On note tout de suite que Ay = Az = (). Notons N(r) le nombre de
solutions de ’équation ¢, (t) = \*.

e Soit r € A; =[j,d+1—j].

Premier cas : r € A; N [i,k] = As. Alors ¢,.(0) = X\i(u) > N, ¢o.(1) <
Ar(u+v) < X%, pr(+00) = +00 et p,(—00) = —oo. Donc N(r) > 3.

Deuxieme cas : cas général. Alors ¢,(0) = Xj(u) > Ai(u) > X\* et o) =
(—00)Adg+1—r(v) = —00. Donc N(r) > 1.

e Soit r € Ay. On a ¢, (1) = A\ (u+ v) < Ap(u + v) < A*. De plus,

pr(+00) = (+00)Ar(v) = +00
car r = j, et
or(—00) = (—00)Adt1-r(v) = +00
car d+1—r < j. Ainsi, N(r) > 2.
29.a On a obtenu la minoration dans la question 28.
29.b Onaque d+2—j > j, donc Ay = [d+2— 7, k]. Le reste a déja été vu.
30.eSid+2—j<k,onaaussid+1—7j<ket donc
D=d+1-2j+1+2(k—d—-2+j5+1)+2(d+1—-j—i+1)=d+2.
eSid+1—j>k,ona

D=d+1-2j+1+2k—i+1)=d+2.

31. Les hypotheses faites au départ sont contradictoires, car un polynoéme
de degré d ne peut avoir d 4+ 2 racines. Donc, si i + j = k + 1, pour tout (x,y),
Ae(z+y) = N(x) +A(y). Sil+1>i+j,onal>ket, par conséquent,

Az +y) = Xi(x) + A ().
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32. Cette solution est inspirée d’un article de Denis Serre, de janvier 2008,
Weyl and Lidskii inequalities for general hyperbolic polynomials,

www.umpa.ens-lyon.fr/ serre/DPF /WL2.pdf

Dans ce qui suit, d et a sont fixés. L’espace vectoriel Hom, des polynomes
homogenes de degré d est de dimension finie, donc toutes les normes y sont
équivalentes. On prend comme norme sur Homy le suprémum sur la boule unité
(de V%), pour une norme quelconque sur V.

e Soit H l'ensemble des polynémes homogenes de degré d, hyperboliques
dans la direction a. On considere P € H et on fixe ¢, j et [ telsque ! > i+ 5 —1.
Il s’agit de montrer que A\;(z + y, P) > Ai(z, P) + A;(y, P). D’apres la question
9, les fonctions (z, P) — Ai(z, P) sont continues.

e Supposons montré que, pour x ¢ Ra fixé, 'ensemble SH () des polyndmes
P hyperboliques tels que P(ta — x) soit a racines simples est dense dans H. On
vérifie facilement que SH(x) est un ouvert (on fixe d + 1 points intercalés entre
les d racines de P(ta — x), et aussi entre les racines extrémes et les infinis, on
constate que, si ) est assez proche de P, Q(ta — x) prend des valeurs de signes
alternés et on applique le théoreme des valeurs intermédiaires). Ainsi, SH (z) est
un ouvert dense de H, fermé de Homy (on peut montrer que le complémentaire
est ouvert; si Q ¢ H, il existe z tel que Q(ta — x) admette une racine complexe
non réelle. En appliquant la méthode de 17, on voit que si R est assez proche
de @, R(ta — x) admet une racine non réelle). Donc H est est complet, donc de
Baire.

Soit X une partie dénombrable de V' — Ra dense dans V' (par exemple, les
points & coordonnées rationnelles). D’apres le théoreme de Baire, IQX SH(x)

est dense dans H. Soit (Py) une suite de N.SH(x) convergeant vers P et (x,,),
x

(yn) des suites d’éléments de X convergeant vers z et y respectivement.
On peut appliquer la question 31 :

Al(xn + Yn, Pn) > )\i(xn7 Pn) + )‘j(yna Pn)~

Par passage a la limite, on a I'inégalité souhaitée.

e Montrons a présent le résultat admis. Soit x ¢ Ra. Soit ¢ une forme linéaire
non nulle s’annulant en a, mais pas en . On la prend de norme d’opérateur égale
al.

— 1 ‘14 R

Posons C' := @~ Pl Considérons € > 0 et le polynéme

Qy) := P(y) + Cep(y)(a.V) P(y),
qui est bien homogene de degré d. On a

Q(ta — z) = P(ta — x) — ep(x)(a.V)P(ta — x).

Notons e le nombre de racines simples de Q(ta — x).
Déja, ce polyndéme est scindé dans R car

QUta— ) = v{1) + (1) = e T ()
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ou ¥(t) := P(ta — ). On applique ensuite le théoréme de Rolle (en utilisant
un point & l'infini). On suppose & présent que A # 0. Notons e le nombre
de racines simples de Q(ta — x). On constate par application de Rolle que le
nombre de racines simples de Q(ta — ) est au moins égal & e + 1. Montrons
alors par récurrence descendante sur e que I’ensemble des polyndémes strictement
hyperboliques est dense dans I’ensemble des polyndémes hyperboliques tels que
P(ta—x) ait au moins e racines distinctes. Soit P un polynoéme de cet ensemble.
Si e = d, P est déja strictement hyperbolique. Supposons le résultat au rang
e + 1. Soit P tel que P(ta — x) ait au moins e racines simples. Alors, avec les
notations ci-dessus, on choisit R strictement hyperbolique tel que ||Q — R]| < e.
Or [P — Q| < Celllell|la-VP| =e. Donc ||P — R|| < 2e, ce qui permet de
conclure.
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