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I-Opérateurs sur les fonctions a support fini

- Montrons que V est un sous-espace vectoriel de C”.

. Supp(0) = 0, donc 0 € V.

. Soient f,g € V et a € C, alors Supp(f + ag) C Supp(f) U Supp(g) < +oo,donc f +ag V.
On conclut que V' est un sous-espace vectoriel de CZ.

Montrons la linéarité.

Vf,g€ClaeC,keZ, E(f+ag)k)=(f+ag)(k+1)=(E(f)+ aE(g))(k), donc

E(f +ag) = E(f) + aE(g), dou la linéarité.

Montrons la stabilité.

.Soitk € Z,onak € Supp(f) < k—1 € Supp(E(f)), donc Supp(E(f)) = Supp(f) — 1 < +o0, Cce
qui entraine la stabilité de V par E.

. Inversilbilité de E.
. Pour f € CZ, on définit E'(f) € CZ par E'(f)(k) = f(k — 1) Vk € Z.
. On vérifit facilement que EoE’ = E'oE = idy, donc E € GL(V) d'inverse E’.

(@)

(0)

Montrons que (v;);cz est une base.

p p P
. Soientp € N, a, ..., a, € C tel que Zaivi =0, donc V& € [[1,p]], 0 = Zo‘i”i(k) = Zai&,k = ay,
1=1 =1 i=1

donc (v;);ez est libre.
. Soit f € V de support fini, alors f = Z f(k)vg, donc (v;);ez est génératrice.
keSupp(f)

Calcul de E(v;).
Vk € Z, E(’Ul)(k) = ’Ui(k + 1) = ’Uifl(k), donc E(’Ul) = Vj—1-.

. Montrons I’équivalence deman dée.
HoFE = EoH + 2F <= Vi € Z,HoE(v;) = EoH(v;) + 2E(v;) <= Vi € Z, H(vi—1) = A()E(v;) + 2v;_1 <
<—Vie Z, )\(L — 1)’02'_1 = )\(i)vi_l 4+ 2v;_1 <= Vi € Z, A(Z) = )\(Z — ].) —2<=VieZ, )\(L) = )\(O) — 21.

. Montrons I’équivalence deman dée.
EoF = FoE+ H <= Vi € Z,EoF(v;) = FoE(v;) + H(v;) <= Vi € Z, u(i)v; = p(i — D)v; + A(i)v; <= Vi €

K3

Z, (i) = pi — 1) + A(i) <= Vi € Z, (i) = p(0) + > _ A(k)

k=1

or A(k) = A(0) — 2k, donc i A(k) = iA(0)—2 i k =iX\0)—i(i+1) = i(\(0) — 1) —i?, ce qui donne I'égalité
k=1

k=1

demandée.

()

Montrons que Vect(H"(f)/n € N) est de dimension finie.

Soit f € V, alors f = Z f(k)vg,doncVn e N, H*(f) = Z f(k)A(k)" vk, ce qui montre que
keSupp(f) keSupp(f)

Vect(H™"(f)/n € N) C Vect(vg, k € Supp(f)), ce qui entraine la finitude de la dimension de I'espace

Vect(H™(f)/n € N).

Montrons qu’un s-ev de V stable par H contient un des v;.

Soit W un sous-espace de V non réduit a {0}, donc W contient f € V non nul ,donc de support non

vide, et puisque il est stable par H, il contiendra le sous-espace Vect(H"(f)/n € N).

Onpose f= Y f(k)oets= Card(Supp(f))

ke€Supp(f)
_ ) Hi(f)= > frk) v \ , _
on obtient donc le systéme ke Supp(f) qui est un systeme carré de matrice de
0<i<s

Vandermonde A = (A(k)")o<i<s kesupp(s) dinconnus (f(k)vk)kesupp(s)-
Or les A(k) = A(0) — 2k sont distinctes deux a deux, donc A est inversible est la solution est unique

f
. _ 1 | H) ) .
donnée par : (vi)yesupp(s) = %A : € W et puisque le second membre du systeme
H*=(f)
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est non nul, le vecteur colonne (vi),cgyyp(r) €St @ussi non nul, donc W contient I'un des vy, ou k €
Supp(f).

(a) Inversibilité de F.
Soit F’ € L(V') défini par Vi € Z, F'(v;) = %vi,l, on vérifie facilement que F'oF = FoF’ = idy.
(e
(o) Montrons que les ordres de £ et F' ne sont pas finis.
-Supposons que E et F' sont d’ordre fini, alors In € N* tel que E™ = F™ = idy et, donc vy = E™(v,) =
v €t pu(0)p(1)...(n — 1)v, = F™(vg) = vg, Ce qui est absurde.
(c) Noyau de H.
-Soit f = Y f(k)or € Ker(H), alors H(f) = Y f(k)A(k)vox = =2 _kf(k)ve = 0, ce qui entraine
que f(k) = 0 pour tout k # 0 et par suite f = f(0)vg.
Réciproquement vy € Ker(H), donc Ker(H) = Vect(vp).
Montrons que H" # idy .
-Si 3r > 1tel que H” = idy, alors 0 = \(0)"vy = H"(vg) = vg, ce qui est absurde.

(a) Montrons que C[E] est isomorphe a C[X].
C[X] — C[F]

-On vérifit sans difficulté que I'application P s P(E)

est un morphisme d’algebre, il est sur-

jectif par construction.
- Soit P = > a,X* un élément du noyau, alors P(E) = Y axE" = 0, donc Vi € Z P(E)(v;) =

Zakvi,k = 0 et la liberté de la famille (v;);cz entraine que a; = 0 pour tout 0 < k < deg(P), C’est &
dire P = 0.

(b) Montrons que C[F| est isomorphe a C[X].
C|X] — C[F]

-On vérifit sans difficulté que I'application P — P(F)

est un morphisme d’algébre, il est sur-

jectif par construction.
- Soit P = Zaka un élément du noyau, alors P(F) = Z apF* =0

donc P(F)(vg) = Z%M(O)M(l)~-~#(k — 1)vp = 0, or les p(i) sont non nuls et la famille (v;)o<i<deq(p)
est libre, ce qui entraine que a; = 0 pour tout 0 < k < deg(P), c’est a dire P = 0.

(c) Montrons que C[H] est isomorphe a C[X].
ClX] — C[H|

-On vérifit sans difficulté que I'application P — P(H)

est un morphisme d’algébre, il est sur-

jectif par construction.
- Soit P = Y a, X" un élément du noyau, alors P(H) = > aH* = 0, donc Vi € Z P(H)(v;) =

> arA(i)fvi = ) (—2i)farv; = 0 dou Vi € Z > ap(—2i)*, cest a dire P admet une infinité de
racines a savoir les (—2i), ce qui entraine que P = 0.

ll-Interméde

Montrons que ¢ est une racine primitive.
le groupe des racines '®™ de l'unité est U; = {1,q,,...¢""'}.
o U — U
— a2
¢ est un morphisme de groupes, en effet p(zy) = (zy)? = 2%y = p(x)p(y). De plus si x € Ker(p), alors
2% =1 et par suite z = +1.
Siz = —1, alors 3k € [[0,1 — 1]] tel que ?2¥7/t = —1 = ¢i™, donc 2k = | mod(2), ce qui contredit que I est
impaire.
On conclut que Ker(p) = {1}, donc ¢ est morphisme injectif, de plus card(U;) < 4+oon donc ¢ est bijectif,
et par suite o(U)) = Uy = {1,4>, ..., > D1,
(a) Calcul de G, et digonalisabilité de G,,.
-La matrice de G, est une matrice compagnon associée au polynédme X' — a, donc de polynéme
caractéristique (—1)!(X'! — a), donc G! = al,.
-Les valeurs propres de G, sont les racines /™ de a € C* distinctes deux a deux, donc diagnalisable.

(b) Valeurs propres et vecteurs propres de G,.
-On a b' = a, donc Sp(G,) = {b,bq, ..., bg' ~*}.

On considére I'application

Zo
-Soit A\, = bg* une valeur propre de G, et X = : € Ker(G, — M), alors

-1
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1 =X 0 0 1 0
I 0 _
0 0 L= Ti—1 0
ce qui entraine que
Ti_1 — AT = To — MpT1 = T — A\ = ... = Tj_o — )l\kifl—l =0
)‘k
. -1
et par suite Ker(G, — M\ 1)) = Vect(ug) oU uy = )‘i _ Z)\i—l—ivi
)\k =0
1

Montrons que P, est un projecteur.

-Soiti € Z tel que i = pi+r la division euclidienne de i par [, alors r = 0l+r est la division euclidienne de r par
I, et par suite P,(v;) = aPv, et P,(v,) = a®v, = v,., ce qui entraine que PZ2(v;) = a? P,(v,) = apv, = Py(v;),
donc PZ = P,.

Image de P,.

-Im(P,) = Vect(P,(v;)/i € Z) = Vect(aPv;/p € Z et i€ [[0,l —1]]) = Vect(vo, ...,vi—1) = W].

llI-Opérateurs quantique

Montrons I’équivalence demandée.
- HoE = ¢*EoH <= Vi € Z,HoE(v;) = ¢*FoH (v;) <= Vi € Z,\(i — 1)vi-1 = ¢*ANi)v;—1 < Vi €
Z, (i — 1) = ¢?\(i) <= Vi € Z, \(i) = ¢~ 2 \(0).
Inversibilité de H. .
- Les A(z) sont non nuls, on considére 'endomorphisme de V défini par H'(v;) = wvi.
- On vérifit sans difficulté que H'oH = HoH' = idy .
Montrons I’équivalence demandée.
-EoF = FoE+ H — H ' <= Vi € Z, u(i)v; = p(i — D)v; + A(i)v; — (i) v, &= Vi € Z,p(i) = p(i — 1) +
A@E) = A@@) ™!
ce qui donne I'égalité souhaitée.

(a) La période de ) et . divise .

-¢* =1,donc Vi € Z, \(i + ) = X0)g=%=2 = \(0)g~ 2% = \(4).

-Vi € Z, u(i) +Z k) —pk — 1), 0f pu(k+1) —plk —1410) = Mk +1) — Ak + 1)t =

A(k) = Mk) ™ = p(k) — u( 1), donc (i +1) = u(i).
Ceci entraine \ et u sont périodiques sur Z et leur période divise I.
(b) I est la période de ). )
q? est une racine primitive /'*™® de I'unité, donc la période de )\ est exactement .

(c) ! est aussi la période de ..
Sil’ €]0,1] est une période de 1, alors Vi € Z, A(0)g~ 22" — \(0)~1¢%*2!" = X(0)q~ 21— \(0)~1¢%, ce qui
entraine aprés calcul que Vi € Z, —\(0)2 = ¢*+2 donc avec i = 0, puis i = —I, on aura ¢2' = ¢~ 2,
ce qui donne ¢*' = 1, et par suite [ divise 2!, | est impair, donc [ divise ', ce qui contredit 0 < I’ < I.

(a) Egalité demandée.

C=(q—q¢ Y HEoF+q¢'H+qH '=(q—q¢ ) (FoE+H—-H ') +q¢'H+qH =
=(q+q HFoE+qH +q 'H L

(b) Les v; sont des vecteurs propres de C.
Soit i € Z, alors C(v;) = (¢ + ¢ )FoE(v;) + qH(v;) + ¢ 'H Y (v;) = ((¢ — ¢ YHuli — 1) + g\(i) +
g IAG@) "y
donc v; est un vecteur propre de C

(c) Montrons que C est une homothétie.
Pour cela on va montrer que R : i — (¢ — ¢~ ) (i) + gA\(i) +
VieZ R(i+1)=(qg—q Hpli )-l—q)\(i—i-l)—i—q_l/\(i—i—l)
= (q—q Hlp(i = 1) + A6 = A@) " + qq’zx\( )+ a PAG) T
= (q—q p(i —1) +q @) + ¢ "A@)= R(i).
donc Vi € Z, R(i) = R(0) = (q —q¢ YHu (0) +A(0)g~ ! + A(0)~!

g \(i)~! est péridique de période 1?
L
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(d) Une application bijective.

Lapplication z — R(A(0),2,q) = (g — ¢~ 1)z + A(0)g~! + X\(0) "¢

est une transformtion affine et ¢> # 1, donc ¢—q¢~' # 0, ce qui assure que cette application est bijevtive.
(e) Une application surjective non injective.

-Soit I'application ¢ : z — ¢tz + g2~ + (¢ — ¢~ 1) uu(0) est surjective.

-Léquation o(z) = 2’ est équivalente a I'équation 2% — g2z’ +¢* + (¢*> — 1);1(0) = 0 admet au moins deux

solutions dans C*, donc elle est surjective.

-De plus ¢(iq) = p(—iq) et ig # —iq, donc ¢ n'est pas injective.

IV-Opérateurs quantiques modulaires

(a) Un commutant avec P, est compatible avec P,.
-On a P2 = P,, si de plus ¢ commute avec P,, alors P,0poP, = P2o¢ = P,o0¢, donc ¢ est compatible
avec P,.

(b) Compatibilité de H et ' avec P,.
-Soit i = pl + r € Z la division euclidienne de i par [.
-HoP,(v;) = H(aPv,) = aPH (v,.) = a’ X(r)v, = aPA(1)v,..
-P,oH (v;) = Py(A\(i)v;) = A(@) Py(v;) = A(@)aPo,.
or X est périodique de période I, donc A\(i) = \(r), donc HoP, = P,oH, donc P,oH ' = H~'oP,, etla
question précédente assure que H et H—' sont compatibles avec P,.

U, est une sous-algébre.

-Soient ¢, € Uy, o € C, et notons 0 'endomorphisme nul de V.

-P,000P, = P,00 = 0, P,oidyoP, = P? = P, = P,oidy .

-P,o(¢ + av))oP, = P,opoP, + aP,ovoP, = P,op + aP,0t) = P,o(p + ar)).

-P,opooP, = (Pyop)ooP, = (P,opoP,)ooP, = (Pyop)o(P,ooP,) = (Pyop)o(P,o1)) =

= (P,op0oP,)o = P,opoi.

donc U, est une sous-algébre de L(V).

-Soiti =pl+rou0<r<l.

Montrons que E < U,.

-Sii#0mod(l),alorsi—1=pl+ (r—1)ou0<r—1<1l—1donc P,(v;—1) = a’v,_1 et par suite
PyoEoP,(viy = PyoE(aPv,) = aP Py(v,) = aPv,_1.

et EoP,(v;) = Py(v;—1) = aPv,._1, donc P,oEoP,(v;) = EoP,(v;).

-Sii = 0mod(l), alors —1 = —11+(I—1),donc Pw_;) = a~lv,_; et par suite, P,oEoP,(vy) = P,oE(aPvg) =
aPP,(v_1) = aP~lv;_; et P,oE(vp) = Py(vpi—1) = aP~ly;_;, donc P,oEoP,(vp) = EoP,(vp).
Montrons que F' < U,.

-Sii#1—1mod(l),alorsi+1=pl+ (r+1)oul <r+1<l,donc P,(v;11) = a’v,41 et par suite
P,oFoP,(v;) = P,oF(aPv,) = aP u(r) Py (veg1) = aP pu(r)veqq

« PooF (vi) = p(i) Pa(vig1) = aPp(i)vr 1.
ofr u(i) = u(pl +r) = pu(r), donc P,oFoP,(v;) = P,oF (v;).

-Sii=1-1mod(l),alorsi =pl+ (I—1)eti+ 1= (p+ 1)l +0,donc P,(i) = aPv;_1 et Py(vi11) = aPTlu, et
par suite
. P,oFoP,(v;) = P,oF(aPv;_1) = a’u(l — 1)P,(v;) = a? u(l — 1)vp.
. P,oF (v;) = (i) Pa(vig1) = p(i)aP* g, or u(i) = pu(pl +1—1) = p(l — 1), donc P,oFoP,(v;) = P,oF (v;).
(a) Existence et unicité d’un morphisme d’algébre.
Vg : Uy — L(W;) définit par i, (¢) = P,o¢oP, est un morphisme d’algébre.
En effet Vo1, 01 €Uy, € C
“Y(p1 + apa) = Poo(p1 + ap1)oPy = Poop10Py + aPyop20P, = Ya(p1) + atha(p2)-
“Ya(P10p2) = Pao(prop2)oPy = (Paop1)o(p20P,) = (Paop10Py)o(pa0P,) =
= (Pa0p10P;)0(020P,) = (Pa0p10P,)0(Paop20Ps) = ta(p1)0va(02).
-Vi € HO,Z — 1”, ¢a(idv)(’l}i) = Paoid\/oPa(vi) = Pa(vi) = aovi = Vi, donc ’(/)a(l'dv) = idy.
Pour l'unicité, supposons que 1, x, deux morphismes d’algébre qui vérifient I'égalité, alors V¢ € U,
(Yo —Xa)(P)oP,, cestadire Im(P,) C Ker(ta—Xa)(9), of Im(P,) = W,, donc Ker(y, —xa)(¢) = W,
donc (¢, — xa)(¢) = 0, ceci Vo € Uy, donc v, = Xq.

(b) Equivalence demandée.
Soit ¢ € U,.
-p € Ker(v,) <= 1q(¢) = Ow,, or Im(P,) = W,, donc ¢ € Ker(¢,) <= tq(¢p)oP, = Pop = 0 <>
Im(¢) C Ker(P,), or P, est une projection, donc Ker(P,) = Im(P, — idy) = Vect(P,(v;) —v; / i €
Z) = Vect(aPv, —v; / i € Z)ou i = pl + r est la division euclidienne de i par [, ce qui entraine le
résultat demandé.
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(b)

Calcul de ¢, (E).

Ona—1=(-1)i+(l—1),donc P,(v_1) = a~tv;_1 et par suite 1, (E)(vg) = 1o (E)oP,(vg) = P,oE(vg) =
P,(v_1) =a tv_q.

Calcul de v, (E").

Vr € [[1,1 = 1], Ya(E)(vr) = %o (E)oPy(v,) = PoE(v,) = Py(vy—1) = v._1, donc la matrice de v, (E)

0 1 0

dans la base de (vg,...,v_1) est L0 = *Mat(G;Y), donc ¥, (E') = (¢Ya(E)) =
0 R
a0 0

a_lidv.
Dimension de C[¢,(E)].
Le polynéme minimal de v, (FE) est 7, = X' — a~!, donc dimC[,(E)] = deg(r,) = I.

Vecteurs propres de i, (E).

-Les valeurs propres de 1, (E) sont les racines ™ de a~!, c’est a dire Sp(v.(E)) = {b"'¢* / k €

[[0,1 —1]]} ou b est une racine I°™ de a.

- Un calcul analogue fait dans la question 10 — b aboutit & que, le vecteur propre associé a A\, = b—'¢*
1

Ak
est u, =

A
W contient I'un des v;.
roe [[0,1 = 1]], Yo (H)(vr) = ¥o(H)oP,(v,) = PyoH(v,) = Ar)Pa(v,) = A(r)v, = H(v,), donc
l/ja(H) = H\Wz'
- Donc tout sous-espace W non nul de W, stable par v, (H) est stable par H, ce qui entraine d’aprés
la question 6 — b, W contient I'un des v;, 0 < i < .

Un cas ou W coincide avec W,.

€ [[1,1 = 1]], Yo (E)(vr) = Yo (E)oP,(v,) = PyoE(v,) = Py(vy—1) = vr1

“Ya(E)(vg) = Pa(v_1) = a~tvj_1, donc Vj € [[0,1 — 1]], Vect{tpsy"(E)(v;) / n € N} =W,.

-En conclusion si de plus W est stable par vy, (F), alors W contient W, ce qui entraine que W = W,.

23. Condition nécessaire et suffisante de nilpotence de ¢, (F).
- Soit 7 € [[1,T — o0, Ya(F)(vr) = Yo (F)oPy(vr) = PooF (vr) = p(r) Pa(vr11), dONC Yo (F)(v;) = pu(7)vy41 Si
r € [[0,1 - 2]] et Y (F)(vi-1) = ap(l — 1o

0 0o ... 0 au(l —1)
w0) 0 . : 0
-La matrice de v, (F') dans la base (v, ..., v;—1) est p() 0 :
- " 0
0 u(l —2) 0

donc L (F) = ap(0)u(1)...u(l — 1)idy, ce qui entraine que v, (F) est nilpotent
si, et seulement si 3r € [[0,! — 1]] tel que u(r) =0
si, et seulement si R(A(0), 1£(0),q) = A(0)"1¢? 1 + \(0)g—2"~L.



