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Premiére partie :
Opérateurs sur les fonctions a support fini

(a) La fonction nulle est un élément de V.
Si f et g sont des éléments de V', et A € C, alors supp(f + Ag) C supp(f) U supp(g),
ainsi f + Ag est un éléments de V.

(b) Soient f,g € C%, et A € C, on a pour tout k € Z, E(f + \g)(k) = (f + A\g)(k + 1) =
F(k+1) + Ag(k + 1) = E()(K) + AE(g)(K), donc E(f + Ag) = E(f) + AE(g).
Si f est a support fini, pour tout k € Z, k € supp(E(f)) si, et seulement si,
E(f)(k) # 0 si, et seulement si, f(k+ 1) # 0 si, et seulement si, k + 1 € supp(f),
ainsi supp(E(f)) ={k€Z , k+1 € supp(f)} qui est un ensemble fini.
On en déduit que V est stable par E.
Si f € ker(E), alorsVk € Z, f(k+1) =0, doncVk € Z, f(k) = f(k—1+1) =0 d’ou
f=0.
Pour g € V, pour tout k € Z on pose f(k) = g(k — 1), on a alors E(f) =g
(a) Soient A une partie finie de Z, et (\;)ic4 une famille de nombres complexes telles que
Z A\v; = 0, pour ig € Aona (Z )\ZU,)(Z()) = /\iovio (7,0) = )‘io’ donc )‘io =0, donc la
i€A i€A
famille (v;);ez est libre.
Pour f € V, on pose A = supp(f) partie finie de Z, on a alors f = Z f(@)v;, on en
€A
déduit que (v;);cz est une base de V.

(b) Pour k € Z, E(v;)(k) =vi(k+1)=1si k=1i—1 et 0 sinon. donc E(v;) = v;_1.
Pour tout i € Z, (H o E)(v;) = H(vi—1) = A1 — 1)vi—1 et (Eo H +2E)(v;) = E(A(9)v;) +
2vi—1 = Mi)vi—1 + 2v;—1 , puisque (v;);cz est une base de V', donc on a égalité si, et
seulement si, Vi € Z, (A(i) + 2)vi—1 = A(i — 1)v;_1 cette derniére est vérifié si, et seulement

si, Vi € Z, A(i) — A(i — 1) = =2, sii > 1 on obtient Y (A(k) = A(k—1)) = -2 1, d'on
k=1 k=1

—1 —1
A(i) = M(0) = —2i, si i < 0 on obtient Y (A(i+k) = A(i +k —1)) = = _ 2, cest-a-dire
k=1 k=1
A(0) — A(2) = 2i, donc A\(7) = A\(0) + 2i,dou Vi € Z , A(i) = N0) — 2i, et la formule est
aussi vérifiée pour i = 0.
Réciproquement si Vi € Z, A\(i) = MN0) — 2i alors Vi € Z A(i) — Ai—1) = =2, d’ou
Iéquivalence.
Pour tout i € Z, on a Eo F(v;) = p(i)v; et Fo E(v;)+ H(v;) = u(i — 1)v; + \(i)v;, puisque
la famille (v;);cz est une base de V, alors Eo F = F o E + H si, et seulement si, Vi € Z,
w(i)v; = (u(i — 1) + X(@))v; , si, et seulement si, Vi € Z, pu(i) = u(i — 1) + A(i) ou encore
Vi€ Z, u(i) — u(i — 1) = A(4), par un méme raisonnement que la question précédente , on
obtient (i) = p(0)+i(A(0)—1)—42, réciproquement si Vi € Z, (i) = p(0)+i(A(i) —1)—i?,
alors p vérifie (i) — u(i — 1) = A(i).D’ou I'équivalence.
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6. (a) Pour f € V, posons A = supp(f) qui est une partie finie de Z, on a f = Z f(@)v;, on
€A
a pour tout n € N, H"(f) = Z f(@)™v; qui est un élément du sous espace vectoriel
i€A
engendré par la famille (v;);c 4, donc le sous espace vectoriel engendré par les H"(f)
, n € N, est inclus dans le sous espace vectoriel engendré par la famille (v;);ca, qui
est de dimension fini.

(b) Soit U un sous espace vectoriel de V non réduit a {0}, stable par H, soit f un élément
non nul de U, le sous espace vectoriel U’ engendré par les H"(f) , n € N est dimension
fini et stable par H, considérons H' I’endomorphisme induit par H sur U’, comme U’
est de dimension fini alors H admet au moins une valeur propre a € C associé a un
vecteur propre g € U'\{0}, de sorte que H'(g) = ag ou encore H(g) = ag.
Or g € V\{0}, alors B = supp(g) est une partie de Z non vide et finie. Puisque
g = Zg(z’)vi donc Z)\(i)vi = aZvi, on obtient Vi € B, A(i) = a, comme X est
i€B i€B i€B

injective (A(i) = A(0) —2i), cette égalité n’est vérifie que si B est réduit a un singleton
B = {ip}, il en résulte que g = v;, € U’, donc v;, € U.

7. (a) p(i) = 1 —i — %, remarquons que I’équation 1 — X — X2 = 0 n’a pas de solution
dans 7, donc Vi € Z, u(i) # 0, donc la famille (pu(i)viy1)icz est une base de V' (avec
un changement d’indice il s’agit de la famille (u(i — 1)v;)icz), on en déduit que F
transforme une base de V' en une base de V, donc F € GL(V).

(b) Pour tout n € N*, et tout i € Z, E"(v;) = Vjtn # vi, donc Vn € N*, E" # Idy,

autrement dit E est d’ordre infini. .
n—

De méme , pour tout n € N*, et tout i € Z, F"(v;) = (H w(i + k))vign # v;, donc
k=0

Vn € N, F™ #£ Idy , ainsi F' est d’ordre infini.

(c) Soit f = Zf(z')vi eV, avec A = supp(f); si f € ker(H), alors Z)\(z)f(z)vz =0,

€A i€A

donc Vi € A, \(i)f(i) =0, ainsi Vi € A, A\(i) = 0, mais A\(i) = 0 si, et seulement si,
i =0, il vient que A C {0}, d’ot f = f(0)vy ou f =0, on en déduit que ker H est la
droite engendré par vy.
H n’est pas injective, donc pour tout r > v, H" n’est pas injective , d’ott pour tout
r>1, H #1dy.

8. (a) On considére le morphisme d’algébres ¢ : C[X]| — C[E], définie par ¢(p) = p(E).
@ est un morphisme d’algébres surjectif, pour I'injectivité :
n

n
Soit p € ker p, p s’écrit sous la forme p = Z ap X", donc o(p) = Z arE* =0, en
k=0 k=0
particulier p(p)(vy,) = 0, d’autre part, pour tout k € N, E¥(v,) = v,_j, on obtient
n

Z axVn—k = 0, puisque la famille (v;);cz est libre, on en déduit que les ay sont nuls,
k=0
ou encore le polynéme p est nul.

(b) On considére le morphisme d’algebres ¢ : C[X]| — CI[F|, définie par, p(p) = p(F),

c’est un morphime surjectif, si p = Zaka est dans ker ¢, alors ¢(F)(vg) = 0,
k=0
d’autre part Yk € N, FF(vy) = p(k)vs, (la formule est vraie pour k = 0, puisque
n

1(0) = 1), on obtient Zak,u(k)vk = 0, comme la famille (v;);ez est libre, alors
k=0
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

0 < k <mn,apu(k) =0, I'injectivité de 'opérateur F et le fait Vi € Z F(v;) = p(i)vit1,
donne Vi € Z; u(i) # 0, on en déduit alors que les ay, sont tous nuls, autrement dit
le polynéme p est nul.

(¢c) Comme dans les questions précédentes, on considere ¢ : C[X] — C[H], définie par
o(p) = p(H), qui est un morphisme d’algébres surjectif, montrons qu’il est injectif;
n n

si un polynéme p = Z ap X" est dans ker p, alors Z H¥=0,VieZ VkeN, on a
k=0 k=0

HF*(v;) = A(i)*v;, on obtient Vi € Z, Z ak)\(i)kvi = 0, puisque v; # 0, alors V € Z,
k=0
p(A(2)) = 0, les A(i) sont des racines de p, ainsi le polynéme admet une infinité de

racines " X\ injective ", donc p est le polynéme nul.

Deuxiéme partie :
Interméde

(®)" = ¢* =1, alors q est une racine (-iéme de I'unité.
Soit 1 < r < 4, tel que (¢?)" = 1, on a alors ¢* = 1, donc ¢ divise 2r, et comme { est
impair alors £ divise r, par suite | = r.
(a) Pour tout 0 <i < ¢, G (v;) = av;, donc G% = aldy,.
(—1)¥(X*—a) est un "le" polynéme annulateur "caractéristique" de G*,, scindé a racine
simples (a # 0), donc G, est diagonalisable.
(b) Les valeurs propres de G% sont les bq', 0 < i < £.
Soient 0 < i < £ et v un vecteur propre associé a la valeur propre bq', alors G,(v) =
bq'v, si on note par X la matrice de v dans la base (vo,...,vs_1), alors I’équation
Gq(v) = bg'v est équivalente au systéme linéaire AX = bg'X ou A est la matrice
définie en question 10.
La résolution de ce systéme linéaire donne 'X = a((bg")™', (bg")72,..., (bg")~*) on

a € C, donc ker(Gy — bg'* Idw,) est le sous espace vectoriel engendré par le vecteur ;
-1
> (bg") o
k=0
Py(Py(v3)) = Py(aPv,) = aPP,(v,) = aPv, = P,(v;), donc P? = P, ainsi P, est un
projecteur.
On a aussi Vi € Z, P,(v;) € wy, réciproquement si 0 < r < ¢, v, = P,(v,) donc P, est un
projecteur d’image wy.

Troisiéme partie :
Opérateurs quantiques

(H o E)(v;) = A\(i — 1)v;_1 et (E o H)(v;) = \(i)v;_1, donc I'égalité H o E = ¢*E o H si,
et seulement si, Vi € 7, \(i — 1) = ¢®>\(4) si, et seulement si, Vi € Z, \(i) = A\(0)q~ 2.
Supposons que ker H est non nul, et soit f € ker H, alors H(E(f)) = ¢?E(H(f)) = 0,
donc E(f) € ker H, le sous espace vectoriel ker H est stable par E, d’aprés la question 6,
il contient au moins un des v;, il existe alors j € Z tel que H(vj) = 0, ceci donne A(j) =0
(mais \(j) = A(0)g=%), on a abouti a une contradiction, donc H est injective.

pour tout it € Z, v; € Im H, donc H est surjective.

D’abord pour i € Z, H (v;) = /\( Xy vi» donc I'égalité Eo F = FoE + H — H=' a lieu
si, et seulement si, Vi € Z, p(i) = p(i — 1) + A(i) — (i)~ si, et seulement si, Vi € Z,
p(i) = p(i — 1) + A0)g ™ = M0) g
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15. (a) Pour tout i € Z, \(i +£) = M\(0)g~%q72* = X\(0)g~% = \(i) et

/—1
pli+0) —p(l) = D pli+k+1)—pli+k)
k=0
) /—1
_ )\(O)q—Q(zH) Z q—2k . -1 Qz Z q2k
k=0
—2¢ 22
_ S L TN D) Al
AO)g 20— = MO0 T =0

, donc p(i + €) = p(i), les deux fonctions A et p sont périodiques dont ¢ est une
période, donc multiple de leurs périodes.

(b) Soit r la période de A, on a A\(r) = A(0), donc (¢*)" = 1 et comme q? est une racine
primitive f-iéme de 'unité, alors ¢ divise r, et par la question précédente on déduit
quer = /.

(c) Notons s la période de u (diviseur de £ avec 1 < s < ¢), alorsVi € Z, u(i+s)—pu(i) = 0,
et d’autre part Vi € Z, on a :

s—1
pli+s) —p(i) = D pli+k+1) - pu(i+k)
k=0
— )\(0) 72(24’1) 1- q_QS o )\(0)71 2(7:+1) qQS -1
a 1—q2 a ¢ —1
2s
_ -1, —206-1) (94 — 1 2 —2(s+1) 44
A(0) ( o ) RO ]

Comme la suite (¢*);cz n’est pas constante , alors ¢** = 1 et donc ¢ divise s, ceci
montrer que f = s.

16. (a) (¢—q¢ " )(FoE+H-H ') +q¢ 'H+qH " =(q—q " )FoE+(q—q ") (H-H ")+
¢ 'H+qH '=C.

(5) Cus = (g = a™)(F o By + affos + g™ H Mo = (g — g li — Dvs + a\(us +
¢ INGE) vy = ;oo o = (g — ¢ Hp(i — 1) + g\(@) + ¢ A(@) 7L, donc v; est un
vecteur propre associé a la valeur propre c;.

(c) II suffit de montrer que la suite (a;)nez est constante.
Pouri € Z;
aip1 = (q—q Hpl) +gAi+1) +q¢ A+ 1)7"

= (q—a (i = 1) +A@) = A6 + a7 A@) +gA@) 7

= (q—q Hpli =)+ @) +¢ A0 =
, on en déduit alors que C est une homothétie de rapport ay = (q—q () +qA(1) +
¢ A1) = (g — ¢ H)p(0) + ¢ IA(0) + gA(0) 7", ainsi

R(X0),11(0),9) = (g — g~ ")pu(0) + ¢ 'M0) +gA(0)!

Remarque : Pour touti € Z :
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R(A(0), 1(0),q) = (g — g~ (i) + ¢ A(@) + gA(i) ™"

(d) Il s’agit de I'application C — C, définie par z + (¢ — ¢~ ")z + ¢ A(0) + gA(0) ™! qui
est une bijection puisque ¢ — g~' # 0 ou encore puisque ¢ # 1.

(e) Ici il s’agit de I'application C* — C, définie par z + ¢ 'z + qz~' + k ot k est la
constante (q — ¢~ ") u(0). Soit Z € C, alors I'équation g~ 'z +qz~' + k = Z admet des
solution dans C* si, et seulement si, '’équation 2z + q(k — Z)z + ¢*> = 0 admet des
solution dans C*. Cette derniére équation admet des solutions dans C* (0 n’est pas
solution), donc I'application est surjective.

En calculant I'image de iq et —iq on voit bien que Iapplication n’est pas injective.

Quatriéme partie :
Opérateurs quantiques modulaires

17. (a) P,o¢o P, = P2o¢ = P, o ¢, donc ¢ est compatible avec P,.
(b) Soit i € Z, avec i = pl + r la division euclidienne de i par ¢, on a
P, o H o Pyv; = P, o H(aPv,) = a?P,(A(r)v,) = aPA(r)v,
P, o Hv; = P,(A(3)v;) = A(@)aPv, = A(r + pl)aPv, = A(r)aPv, (X est {-périodique).
Donc H est compatible avec P,.
De méme on obtient P,o H~! o Pyv; = aP\(r) " tv, = P,o H 'v;, c'est-a-dire H~' est
compatible avec P,.
18. D’abord Idy € U,.
Pour ,p cUy et \€ Con a :
b Pa0(¢+)\ﬂ))OPa:PaO¢OPa+)\PaO¢Pa:Pa0¢+)\PaO¢:PaO(¢+)\’¢).

P,ogpotpoP, = [P,opoP,)orpoP,
= P,o¢po[P,o01oP,]
= P,o0¢o[P,0o1]
= [P,o¢oP,]ot
— Poodod

Donc U, est une sous algébre de L(V).

19. Notons ¢ = p¢ + r la division euclidienne de i par £.
L4 (Pa oKo Pa)(vi) = Pa(apvr—l) = apPa(vr—l) 5
Sir =0, alors Py(v,_1) = Py(v_1) = a~*vy_1, donc (P, o E o P,)(v;) = aPlvy_y.
Et on a aussi Py(E(v;)) = Pa(vi—1) = Pa(V(p_1)4e—1) = AP vp_1.
Si0<r </, cest-a-dire 0 < r—1, alors Py(vy—1) = vy_1, donc (P o Eo P,)(v;) = aPv,_1,
et on a aussi P,(E(v;)) = Py(a%v,—1) = aPv,_1.
1l en résulte que P,o FEo P, = P, o FE.
d (Pa oFo Pa)('Ui) = ap,u(T)Pa(Ur+1) ;
Sir=0—1, cest-a~-direr+1 =40 =1.£+0, alors P,(v,+1) = avy, puis (P, o F o P,)(v;) =
aPtp(r)vg, et on a aussi (Py o F)(v;) = Pa(u(i)vig1) = p(i)Pa(vpinye) = pi)aP oy,
puisque p est £ périodique alors p(i) = p(r), donc dans ce cas (PgoFoP,)(v;) = (PyoF)(v;).
Si0 <r </l —1, cest-a-direr +1 < ¢ — 1, alors P,(v,11) = vy41, et on aussi P,(F(v;)) =
(@) Pa(vit1) = p(r) Pa(Vpeg-(r41)) = p(r)aPvri1, 'égalité est vérifiée aussi dans ce cas.
Dou P,oFoP,=PFP,0F.

20. (a) Pour ¢ € Uy, on pose ¥, (¢p) = Pyop/w,, on a alors Vo € Uy, Yo(¢p)o Py = Pyod/w, 0
P,=P,0p0oP,=P,0¢.
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Soit Wl : Uy — L(W,), tel que Yo € Uy , Vi (¢) o P, = P, o ¢,s0it ¢ € Uy on a
U, (p), V! (gb) € L(Wy), pour 0 < i< {,ona:
(\I/ (¢) o Py)(vi) = (Vg 0 P,)(v;),comme P,(v;) = v; alors W (¢)v; = V,(p)v;, dou

U (d) = 14 (d), on en déduit alors que V!, = U,,.
(b) Soit ¢ € Uy tel que ¢ € ker\Il
Soit g € V', posons ¢(g Z a;v; avec A une partie fine de 7, pour chaque i € A
€A
on note i = p;¢ + r; la division euclidienne de i par ¢, on a alors ¢(g Z U =
€A

-1 -1
Z Z a;v;, par hypothése W, (¢) = 0, alors ¥, (¢)(g) = 0, donc Z Z a; P, (v;) =0,
A =0EA

/-1
ainsi Z Z a;aPivg = 0, par la liberté de la famille (vs)o<s<¢, on obtient, pour tout

s=0r;=s

€A

s(0<s<{), ona Z a;aPvg = 0, on en déduit alors que;

€A

o(g) = Z Qg

i€A

/—1 /-1
= Z Z o0 — Z Z o;aPivg

s=0ri=s s=0ri=s
€A €A

- 5 S atu-a

s=07i=s
€A

/-1
= Z Z a;i(v; — aPioy))

s=0r;=s
icA

La réciproque est immédiate.
21. (a) Vu(E)(vg) = Py(E(vo)) = Py(v_1), la division euclidienne de —1 par ¢ s’écrit —1 =
(=1).L+ (£ — 1), donc W, (E)(vo) = a tvp_1.
(b) On a U, (E)(vo) = a tvy_1, et 0 < Vi < £, U,(E)(v;) = v;_1, on compose {-fois on
obtient 0 < Vi < £, W, (E)*(v;) = a~ v;, c’est-a-dire ¥, (E*)(v;) = a~v;, d’ot
U, (EY) = a ! dy,.
(c) Il est facile de Vériﬁer que X! — a1 est le polynéme minimale de V,(E),

donc C[¥ @ CU,(FE)", ainsi dim(C[¥,(E)]) = £.

(d) Les vecteurs propres de Ya(E), d’abord les valeurs propres de ¥ ,(FE) sont les racines

1, ce sont alors les nombres (bg")™ , 0 <i < {—1.
D’une fagon analogue a la (question 10.b), on démontrer que ker(¥,(E)—(bg") ™! Idw,)
est le sous espace vectoriel engendré par u; ou u; et le vecteur de composante
((bg") ™1, (bg")72, ..., (bg")™") dans la base (vg, vy, ..., ve_1).

22. (a) Si W est un sous espace vectoriel de W, stable par ¥,(H), alors I’'endomorphisme
induit par V,(H) sur W admet au moins un vecteur propre v € W, par la méme
facon que la question 6.b, le vecteur v est I'un des vecteur v;, 0 < i < £.

{-iémes de a~
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(b) Si de plus W est stable par ¥, (E), alors les éléments v,., Vo (E)(v,.), ..., Ve (E) 1 (v,)
sont dans W, ou 0 < r < £ tel que v, € W , c’est-a-dire W contient les vecteurs
Upy ooy Ugets - @ ‘g, ...,a w,_1. Or la famille formé par ces vecteurs forme une
base de Wy, alors W = W,.
l—1
23. Expression le I'opérateur W,(F)*, pour tout 0 < i < £, on a W, (F)(v;) = a(H p(k))vi
k=0

-1
d’ott U, (F)t = (H u(k)) Idw,, le polynéme caractéristique de W,(F) est (—1)*X* —
k=0

-1 -1
(-1 H wu(k), donc W,(F) est nilpotent si, et seulement si, H wu(k) = 0 si, et seule-
k=0 k=1

ment si, 0 < Ik < £ tel que p(k) = 0, comme Vi € Z, R(A(0), 11(0),q) = (¢ — ¢~ (i) +
g IA(i) + g\(i)7Y, alors W, (F) est nilpotent si, et seulement si, 0 < 3k < £ tel que
R(X0), £(0),q) = ¢ ' A(k) 4+ gA\(k)™!, ou encore (puisque p et A sont £ périodiques) si, et
seulement si, 3k € Z tel que R(A(0), 11(0),q) = ¢ ' \(k) + g (k)7L
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