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Premiére partie :
Définition de I'exposant d’Hdélder ponctuel

La fonction nulle est un élément de I'*(x), et si f, g sont deux éléments de I'*(xg) et
A un réel , alors , pour tout x € [0,1]\{zo} on a I'inégalité :

|(f +Ag)(x) — (f:r Ag) (o) < sup |f (=) —f(fo)\H)\’ sup l9(z) —g(éio)|,
|z — o ze0,1\{zo} 1T — Zol ze0,1\{zo} 1T — ol
donc \ \
sup |(f + Ag)(x) = (f + Ag)(zo)| _ oo
2€[0,1]\{zo} |z — ol

11 en résulte que f 4+ Ag est un élément de I'®.
Soient sy et sy deux réels tels que 0 < s1 < s9 < 1, pour tout z € [0,1] on a z — g €
x) — f(x
10,1] et la fonction s — |z — xo|® est décroissante sur [0,1], donc W <
Tr — X
|f(z) = f (o)
|x — z0]%2

f € TV si, et seulement si, Ia fonction x — f(z) — f(xo) est bornée si, et seulement
si, f est bornée; et comme tout élément de C est borné, alors T'°(xq) = C.

, il en résulte que si f € I'*2(xq) alors f est aussi dans I'*1 (o).

x)— f(x
Si f € C est dérivable en xq, alors la fonction x — M admet un prolonge-
r — o
ment par continuité en xg,ce prolongement est continue sur [0, 1] donc borné sur [0, 1],

f(x) = f(o)
Tr — X
alors 'existence d’une constante M telle que Vx € [0,1], | f(x) — f(xo)| < M|z — x|,
considérons maintenant un réel s € [0, 1[,puisque |z — x| < 1 alors on a |x — x| <

|z — x0|®, dot Vo € [0,1]; | f(x) — f(xo)] < M|z — x9|*, et donc f € T'*.

Pour z( €]0,1], on considére la fonction f : [0,1] — R définie par f(x) = |z — xo|, f

n’est pas dérivable en x(, mais pour tout s € [0, 1], la fonction x W =
r — X0

|z — z0|'=% est borné sur [0,1]\{xo}, c’est-a-dire f € I'*(z0), Vs € [0, 1].

en particulier la fonction x est borné sur [0,1]\{zo}, on en déduite

2. p(z) =2|3 —x]%\/% + x|, pour s € [0,1] et © # xp, on a

2

|p(T) — ]i(|f0) = 2|% - x\%*s\/ ]% + x|, ainsi, la fonction x —|p(:n) — p(@o)| est bornée si,
x —_— =
2

FRT

et seulement si, s < 3, on en déduit alors que {s € [0,1[ , f € '} = [0, 1], et par suite
ag(

27 ’2

=4

3. (a) Soient h,h' € [0,1] tels que h < h'.

Notons A¢(h) = {|f(z) — f(y)| , =,y € [0,1] et |z —y| < h} de méme on définie
A¢(R'), de sorte que wy(h) = sup A¢(h),; si z,y € [0,1] tels que |z — y| < h, alors
|z —y| < K et donc |f(x) — f(y)| € Af(R'), on a alors I'inclusion Ay(h) C A¢(R'), il
vient alors que w¢(h) < wys(h').

Continuité de wy en 0 : wy(0) =0
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f étant continue sur le compact [0, 1], donc uniformément continue sur [0, 1] (C’est le
théoréme de Heine).
Soit € un réel strictement positif, il existe alors n strictement positif, tel que Va,y €
0,1] on ait |f(z) — f(y)| < e.
Soit h € [0,1] tel que h < n, pour tout z,y € [0,1] tel que |x — y| < h, on a aussi
|x —y| < n donc |f(z) — f(y)| < e, ainsi Vz,y € [0,1] tels que |z —y| < h, on a
|f(z) — f(y)| < e, il en résulte alors que wy¢(h) < e.
On en déduite que wy est continue en 0.

(b) Soient h,h' € [0,1] tels que h < h'.
Soient x,y € [0,1] tels que |z —y| < I’ , on considére un réel z € [0, 1] tel que |x —z| <
h—h' et |z—y| < h (un tel réel existe puisque [x—(h'—h), x+(h'—h)|N[y—h, y+h]N[0, 1]
est non vide).
Puisque |f(x) — f(y)| < [f(2) = f(W)| +[f(2) = f(2)] , alors | f(z) — f(y)] < wp(h) +
w¢(h' —h), on a alors pour tout z,y € [0,1], tels que |[x —y| < K, |f(z) — f(y)] <
w¢(h) +wys(h' — h), un passage a la borne sup, donne w¢(h') < w(h)+w(h' — h).

Remarque : Si0 < h <KW <1, onaws(h) —ws(h) < wp(h —h), ou encore,
puisque wy croissante |wy(h') —ws(h)| < wp(h' —h), et de méme si 0 < h < k' <1,
on a |wg(h') —w(h)| < ws(h — k'), de fagon générale :

Vi W € 0.1] . Jwg (W) —wp(W)] < wp((W — h])

(c) Soit h € [0,1], et (hy,), une suite de nombres réels a valeurs dans [0, 1], convergente
de limite h, la suite (|h — hy|), est convergente de limite nulle, la fonction wy étant
continue en 0, donc la suite (w¢(|hy —h|)), tend vers 0, or |ws(hy) —ws(h)| < wp(|hn—
h|) alors, la suite (wf(hy))n tend vers wy(h). Ce qui montre la continuité de wy en h,
donc continue sur [0, 1].

h
4. (a) Soit s € [0, 1], par hypothése, il existe M € R, tel que Yh €]0,1], th() < M, Soit

xo € [0,1] fixé. Pour x € [0,1]\{z0}, on pose h = |z — x| < 1, on a alors |z — xz¢| < h,
donc |f(x) — f(zo)| < wp(h) < Mh® = M|x — x0|*, d'ou W < M. Ainsi
Tr — X
fe Ps(xo).
(b) Soit xo € [0,1] :
e Sixzg # 0 : p est alors dérivable en xg, et d’aprés la question 1.b, Vs € [0,1[ p € T'*(xq)
et par la suite a,(xp) = 1.

e Sizy =0 : Pour tout s € [0, 1], la fonction z Iﬁ?‘ = z'7%cos (Z) est bornée sur

10,1], donc Vs € [0,1], p € I'*(0), d’ot1 a,,(0) = 1.

wy(h)
Vh

suite (xy), a valeurs dans ]0,1], qui tend vers 0 mais

Pour montrer que ne tend pas vers 0, il suffit de démontrer 'existence d’une

wq (@)

ne tend pas vers 0.
vV In

1

Pour n € N*, soit x, = —;, bien sur cette suite tend vers 0 .
n

1 1 1 1

1 1 1
Onal = =ql = qman S w2 dome lalr) — a6l < wl) = walan),
-1 n+1 -1 n+1 9 1
et d’autre part \q(n%rl) —q(3) = ’(nj—l ( 7)1 | = n(:lz:i_i— 0’ il vient que
2 2
Wa(n) S > 1, donc la suite wa(@n) ne tend pas vers 0.

VT, T n?4+n /T
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Deuxiéme partie :
Le systéme de Schauder

Remarques :

0 st xel0,k277],
) 2t -2k si x€ k277, (k+ )27,
= On@) =N oty iok_1 u x € [(k+3)279, (k+1)277],
0 si we|(k+1)279,1].

1= La courbe de 0;, :

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
Py
1
2

k277 (k4 L)277 (k+1)277

w Si I est un intervalle inclus dans le segment [0,1], alors la fonction 0, est affine sur I si, et
seulement si, les trois points "Pics" k277, (k + %)Q’j et (k+1)277, ne sont pas da lintérieur de
1. En effet :

Si ces trois points ne sont pas da Uintérieur de I, alors Uintervalle I est inclus dans l'un des
quatre segments suivants [0,k277] , [k277, (k+$)277] , [(k+3)277, (k+1)279] ou [(k+1)279,1]
sur lesquels la fonction 0; ) est affine.

w5 [ pratique, pour démontrer que la fonction 0; . est affine sur le segment I, il suffit de démontrer
que les trois points "Pics" ne sont pas a l'intérieur de I.

5. (a)

k27771 (k+1)2797 Y (K277, (K +1)27]
K279 <k27 97 < (k+1)2797 L < (K +1)27Y
2k <k <k+1<2E +2

2k <k <2k+2

t TN

H§§<H+1

k
K = [5] La partie entiére de 5

i3

0<k<2t alors k' < % < 29, clest-a-dire k' € T;.

(b) Soient j €N, ke Tjetl e Tjr.
k273 < 027971 < (k +1)277 si, et seulement si, 2k < £ < 2(k + 1)si, et seulement si,
ke {2k,2k + 1,2k + 2}, et on a :

0;k(2k2777 1) =1—2k—2k—1] =0, 0;,(2k+1)27 ) =1—2k+1-2k+1| =1
et 0;p((2k +2)27971) =1 —[2k+2—2k+ 1| = 0, on a alors 0;,(£27971) = 1 si
{=2k+1 et 0 sinon.
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(c) On a affaire aux deux points k277 et (k+ 1)277.
La fonction 6 est continue sur [0,1]\{k277, (k+ 1)277}, et de plus Z 0 r(x) =
xz—k277

lim  60;,(x) =0, alors f est continue sur [0, 1].
z—(k+1)2—7

D’aprés la remarque ci-dessus, il suffit de démontrer que les points k277 , (k + %)Q_j
et (k+ 1)277 ne sont pas a l'intérieure de l'intervalle [(27", (¢ 4+ 1)27"].
Sif27" < k279 < (0 +1)27" alors £ < k2" < £+ 1, mains n > j et donc k2"~7
est un entier qui est compris strictement entre deux entiers successifs, ce qui est alors
impossible.
Si 27 < (k+ 3)279 < (£+1)27", on obtient 2¢ < (2k + 1)2"~J < 2¢ + 2, puisque
n —j > 0, on alors un entier pair qui est compris strictement entre deux entiers pairs
successifs, ce qui est aussi impossible.
Par la méme fagon , pour le troisiéme nombre.

(d) Soient (j, k) € Z, et (x,y) € [0,1]?, pour simplifier on peut supposer que x < ¥ ;
Siz,y € [k277,(k+1)277] : dans ce cas
030(2) — Oyr(y)] = [P0 — 2k — 1] — |27y — 2% — 1]] < 2*1 |z — g
Siz,y ¢ [k277,(k+1)277] : les images sont nulles, donc I'inégalité est vérifide.
Siz < k2 etye k277, (k+1)277]; dans ce cas
10 1 (x)—0y| = [1— |29 y—2k—1]|| < |2T1x—2k|, par hypothése on a 0 < 271y < 2k
et 2k < 27+l on obtient alors 'encadrement suivant : 0 < 2/+1ly — 2k < 20+l —
2y = 27ty — 2|, ce qui donne |0 x(x) — 0;1(y)] < 27Ty —|.
Size[k277,(k+1)279) et y < (k+1)677 : de méme on obtient I'encadrement 0 <
20y — 2k — 2 < 27 (y — x) = 27T 2 — y|, et d’autre part on a |0 () — 0;(y)| =
|1—[27ty—2k—1]| < |27z —2k—2], il en résulte que |0} 1 (x) —0;1(y)| < 27Tz —y|.
On résume, pour tout z,y € [0,1], |6, x(z) — 0, (y)] < 2T |z —y|.

6. Encore, la continuité uniforme :
f continue sur le compact [0, 1], donc uniformément continue.
Fixons un ¢ strictement positif, et soit 1 tel que , pour tout x,y € [0, 1] tels que |z —y| < n
on ait [ f(z) — f(y)| <e.
Comme la suite (27771)g tend vers 0, il existe alors jo € N, tel que pour tout j € N avec
j > jo, on ait 27971 <. Pour j > jo et k € T;, on a:
el < BIF(Ck + D)27) = F(R279)] + 3IF((k + 1)277) = £((k + $)279)] , et comme
(k+3)279 —k277 =277 <pet (k+1)277 — (k+ 1)279 = 27971 <, alors |ey, j(f)] <
5+ 5 = €, la derniére inégalité et valable, pour tout k € T;, donc Erg%(]c]k(fﬂ < e.

Maint t tout 7 > g ; < d’ou; Ui ; = 0.
aintenant, on a , pour tout j > jo, Ilglez%(\cjk(f)\ <eg, dou; ]i)rgolgéa%kjk(f)\ 0

7. (a) Calcul de ¢;(6;0) :
e Cas:i<j:
D’apreés la question 5.c la fonction 0; 4 est affine sur I'intervalle [k277, (k+1)277], par
le calcul du taux de variation de 6, qui est constant (dans cet intervalle), il vient
que
ie((k+1)277) = Be((k + %)_J) = 9@',4((/? + %)2_3) — 0;.0(k277), ce qui donne
91'7(((]{,‘ —+ %))Q*j o 61’,2(1@27-7)4'95"2((]4;4_1)27])

=0, dans ce cas c;j;(0;¢) = 0.

e Cas j <i:

Les deux nombres k277, (k+1)277 et (k+1)277 ne sont pas a I'intérieur de I'intervalle
(0271, (0+1)277 : en fait si 027" < (k+¢€)277 < ((+1)27% avece = 0 ou & ou 1, alors
0 < (k+¢)2"7 <l+1 et comme (k+¢)2'"7 est un entier dans les deux cas (¢ = 0 ou

1) ces inégalités sont impossibles, dans le cas € = %, on a2l < (2k+1)2077 < 20+ 2,
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8.

(b)

(a)

(b)

mais i —j > 1, donc (2k + 1)2¢=7 est un entier pair compris strictement entre deux
entiers pairs successifs, ce qui est encore impossible.

En on déduit alors que I'intervalle, [(27¢, (£+1)27"] est inclus dans I'un des intervalles
[0,k277] | [k277, (k+1)277] , [(k+3)277, (k+1)277] ou [(k+1)277, 1], dans les quatre
cas la fonction 0; ¢ est nulle en k277, (k + %)2*3' et (k+1)277, il en résulte alors que
¢j(0i) = 0.

e Casi=7j:

Si k # ¢, alors D'intersection des deux intervalle [(27%, (¢ + 1)27%] et [k27¢, (k + 1)277]
est vide ou réduit a I'une extrémité du premier intervalle, ainsi la fonction 0;, est
nulle sur I'intervalle [k27%, (k + 1)277], on en déduit alors que c;(6;¢) = 0

Sik =1, cjr(0jn) = u((k+3)277) =1.

Conclusion :

¢k (Bie) = 0(),(1,0)

La covergence uniforme de la série }- f' sur le segment [0, 1] ;

Pourj € N,eta € [0,1],k € T; sik # kj(z), ona b, x(x) = 0, donc fi(@) =6, ,;j(x)(:n),

on obtient la majoration suivante |ff(z)| < max lajk| = bj, ou encore || f}lc < b,
€75

puisque la série 3 b; converge ,alors la série ) f converge normalement, donc uni-
formément sur [0, 1].

Pour tout j € N, on a f(0) = f}(1) = 0, la convergence simple de la série }_ f im-
plique que f*(0) = f*(1) = 0, de plus la convergence uniforme assure que la fonction
f¢ est continue, il en résulte alors que f® est un élément de Cy.

Soit (jo, ko) € Z, L’application cj, , : Co — R est continue (|cjy 1, (f)] < 2| fllso),

(0.) [o¢]
alors cjy 1, (f*) = Z Z aj kCio ko (0 k) = Z Z @ k0(jo ko), (jk), dans cette somme
j=0keT; =0 keT;
un seul terme qui peut étre non nul , le terme correspondant a I'indice (jo, ko), on
obtient alors cj, k, (f*) = ajy k-

On suppose que f est de classe C'.

f! étant continue sur [0, 1], donc bornée, il existe alors une constante o € R, telle que

1] < .

Par le théoréme des accroissements finis, ils existe deux constantes a et b dans [0, 1]

telles :

P+ 1)279) = f(k279) = 279 f(a) et

f((k+1)279) = f((k+1)277) = 277 f/(b), et donc par une majoration de chaque terme

on obtient :

cin(f)] < a2,

Pour tout j € N, max leje(f)] < 277, et puisque la série Za?fj est convergente,
J

donc d’apres la question 7.b, la suite de fonctions S, f converge uniformément sur
[0, 1].

On suppose que f est de classe C>.

1" est bornée sur [0,1], notons = || f"||cc-

Comme a la question précédente, ils existent a et b dans I'intervalle [k277, (k+1)277],
tels que :

F(Us+ 3)279) = f(k279) = 279 f'(a) et

f((k+1)277) — f((k+ 3)277) = 277 f'(b) et deméme il existe c entre a et b tel que

MP

5/ 10 Aqgalmoun Mohamed

www.aqalmoun.com



Mathématiques B Session 2013

cik(f) =227 (a —b) f"(c), et puisque |a — b| < 277, alors |c; x(f)] < (58)477.

9. (a) Pourj <n<n+1,etk€Tj, la fonction 6, est affine sur [(27"~1 (£ +1)27""1] ou
¢ € Tny1 , et puisque S, f est une combinaison des fonctions 0, avec j < n+1 et
k € T;, alors S, f est affine sur I'intervalle (271, (¢ +1)27"1].

(b) Soit £ € Tpt1;
Cas ¢ = 2/’ pair, dans ce cas l' € T,,.
Suf(E2771) = Suf(027) = 3 cup(HOns(C2) + Su1 f(€2°7), par hypothése
keTn

de récurrence Sy,_1 f(£27") = f(£'27™) = f(£27"71), et d’autre par les fonctions 6,,
avec k € T, s’annule en £'27", alors S, f(£27"1) = f(£27"1).
Cas ¢ = 20’ + 1 impair, dans ce cas on a ¥’ € T,.

De méme on a S, f(£27" 1) = Z Cnk(F)On i (0 + %)27") + Spo1 f((0 + %)27").
keTn
Lorsque k # €', alors 0, (¢ + 3)27™) = 0, et donc
1 1
S D€+ 5127 = e (Do (€ + 227 = (1),

keTn
Puisque la fonction S,,_1 f est affine sur le segment [¢'27", (¢’ + 1)27"], alors

Spa (27" Sh— U +1)27" 72— 4+ 1)27"
Snilf((gl_‘_%)z—n) _ 1( ) + : 1f((+1)27m) _ f( )+f2(( L 1)27m) :
En effet, si g est affine sur le segment [a,b], alors Vz € [a,b] ; g(x) = w(x —a) + f(a)
et en particulier g(*£2) = M.

II en résulte;
Suf((27 ) = enp(f) + HEZRGEED = f((0 4+ )27 = fe27 ).
(¢) La récurrence aux yeux!..., il faut la démarrer (bien sur pour n =0).
D’abord; Sof = co0(f)b0,0
Soit £ € Ty, (( =0 ou £ =1), un calcul donne :
Sof(0) = 0= f(0) et Sof(5) = f(3)000(3) = f(3)-
ontl_1
10. (a) Soit n € N, et x € [0, 1] , remarquons que [0,1] = U k27" (k+1)27"7!], donc
k=0
il existe k avec 0 < k < 2""1 tel que z € k27", (k 4+ 1)27"71], et comme S, f est
affine sur [k27""1 (k + 1)27"71], alors

S f(x) — Spf(k27"7h)

1S f(k27"7Y) — S f((k +1)27"7 1)
|f(R27"7Y) = f((k+1)27"7h)
w277

ININ A

(Sn.f(z) est compris entre les deux valeurs Sy, f(k27"71) et S, f((k+1)27"71))
Et d’autre part |v — k277! <2771 donne |f(z) — f(k27"1)| <ws(27"7!), on en
déduit alors que
(@) = Snf(@)] < |f(x) = f(R27"7H)[+]Sn(k27"7) = Sy f ()] < 2wy (27771), il vient
alors que ||f — Spflloo < 2ws(27"71), et puisque wy est continue en 0 et ws(0) = 0,
alors lim ||f —S,f|lec = 0.

n—-+00
S,.f(x) est compris entre les deux valeurs S, f(k27""1) = f(k27"7) et
Spf((k+1)27 Y = f((k+1)27"71), donc
S f ()] < max(|f (k27" 1 f((k +1)27" 1)) < [[flloo, et par la suite ||Spflloo <

£ loo-
Pour k € Ty, on a Sy, = 0,1, donc la norme subordonnée (a ||.||«) de Sy, est égal
al.
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(b) Soient n € N, et f € Cp.
Rappelons ici que ¢; ¢(8;) =1 si (i,£) = (j, k) et 0 sinon, et que les applications c;
sont linéaires.

5.(5,) = 5.0 Y (i)

ZXHI G, Zniank 0

i=0 ¢€T; =0 keT;

— zn: Zn: > cin(f)eie®n)0i

11. (a) La fonction x — x*® est concave sur R, pour tous a,b >0, on a % + % < (‘%”b)s
donc a® +b* < 2175(a + b)*.

(b) Soit feCoNT?,
Il existe alors M € R4, tel que Vz E [0,1], [f(z) = f(zo)| < M|z — zo|°.
cin(f) = F((k+3)277) = f(wo) — 5 (f(k277) = f(z0)) + (f((k +1)279) = f(x0))).

Pour obtenir 'inégalité demandée, on commence par majorer chaque terme :

, et

F(+)279) — fao)l < MI(k+ 5)27 — ol
< M(327 + k2~ ml)

< M(277 + k277 — xo))*

M(|k279 — 2ol + [(k 4+ 1)277 — z0]*)
M2Y73 (k277 — o] + |(k 4 1)277 — z0])*

|(f(k277) = f(=0)) + (F((k +1)277) = f(a0))]

<
<

La derniére inégalité est obtenue par la question précédente.
Mais |(k+1)277 — x| <277 4 |k277 — 29| < 2.277 + |k277 — x| et on obtient :

M2'75(2.277 4 2|k279 — x|)*
2M (279 + |k277 — x0])*

|(f(k277) = f(=0)) + (F((k +1)277) = f(a0))]

On a alors la majoration suivante :
e (F)] < 2M (277 + k279 — 2¢))°

Troisiéme partie :
Minoration de I'exposant de Holder ponctuel

12. Pour x # xg on a : 27071 < |z — x| < 2™ si, et seulement si, ng < logy(|z —mo|) < no+1
si, et seulement si, ng est la partie entiére de log,(|z—x9|), ceci donne I'existence et I'unicité
de ng.
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13. Rappelons que si z € [0,1], et (j,k) € Z; si k 7~é (), alors 6 1(x) = 0.

Pour x € [0,1], et k € T ; si k est d1ﬁerent de kj(x) et ki(z0), alors 0 1(z) = 0, x(x0) = 0,
il vient alors que : W; = ]cj7kj (f )He]k y(@) = 0,5 () (To)| + ]cjk (zo) |19 () (%0) —
0 ,;j(xo)(xgﬂ et par I'inégalité de la question 5 d, on obtient le résultat.

14. (a) Il suffit de majorer les coefficients qui intervient dans I'inégalité de la question précé-

dente :

\cj’,;j(wo)(f)\ < e1(279 + |kj(20)277 — wo|)® et comme |k;(x0)277 — xo| < 277 alors
\cj’,;j(xo)| <c1(277 +277) = ¢129279% < ¢13°277%, on aussi

|cj7]~€j($)] < (277 + |l~€j($)2_j — xo|)® et puisque

|k (x )2_j —xo| < |kj(2)277 — x| + |z — 20| <277 +270 < 2,277 | donc

(277 4 |kj(x)277 — xo])® < 3°2757, puis :

W < 12.27993%27H g — 2g| = 4¢13520079) |z — ).

no 0o
(b) Z W; < 4ei3%|z — xo) Z 2(1=5)7 Qautre part :

=0 =0
2022(1—5)]' _ (21—3 o 1)—1<2(1—5)(n0+1) _ 1) < (21—5 _ 1)—12(1—5)(n0+1)
=0
S 2.278(2175)71(27710)871
< 227527 — )7 o — w5
no
Donc Z W; < 8c1(2'7% —1)71(3/2)?|z — wol®.
=0

15. pour j €N, on a :

16.

‘ jfc (xo ( )‘ < 01(27]' + ]I%j(xo) — xo‘)s < 01(27j + 27j)5 = 0125(17j)
+oo

Z Z leik(F)N05k(z0)| = Z \cjk (o) (f)HGj’,;j(xO)(:Uo)\, les fonctions 0, (., sont
Jj= n0+1k€T Jj=no+1
majorées par 1, donc

+o00

Z |ij’~€j(fvo)(f)‘|‘9j,fcj(x0)(~’f0)\ < g Z 9s(1-3)

Jj=no+1 Jj=no+1

+o00
< 61252(—710—1)8 Z 9—sj

IN

128z — zol*(1 —27%)7 !

Montrons d’abord que w¢(1) > 1, en effet :

f étant continue sur le segment [0, 1], donc il existe ¢ € [0, 1] tel que || |l = |f(c)| = 1,de
plus |c — 0] < 1, done 1 = | f(c)] = |f(c) — F(O)] < wy(1).

De ce qui précéde 27"°% est compris entre 0 = w¢(0) et ws(1), par le théoréme des valeurs
intermédiaires, il exsiste a € [0,1] tel que 27™% = w(a), considérons maintenant n'
la partie entiére de logy av, par la monotonie de wy , on obtient wf(2*"/*1) < 2708 L
w f(2_"/), mais la premiére inégalité n’est pas stricte, pour régler ce probléme ; considérons
A={neN | 27m% < w(27")}, cest une partie de N, non vide (il contient n’), si
cette partie n’est aps majorée, alors on peut trouver une suite d’entiers p(n) strictement
croissante telle que ¥n € N, p(n) € A, cest-a-dire Vn € N, 27570 < w,(27%(") mais
comme la fonction wy est continue en 0 et ws(0) = 0, en passant & la limite on obtient
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17.

18.

19.

27708 < () (ce qui est impossible).

La partie A est alors majorée , donc admet un plus grand élément ny; n; € A donne
27108 < wp(27™) et ng + 1 ¢ A donne wp(27M 1) < 27108,

Pour I'unicité supposons 'existence d’un autre entier ny tel que no # ny, par définition de
A Dentier no est un élément de A donc ny < nq, on a aussi no + 1 < nq, donc

wp(27m27l) <2708 < wp(27™M) < wp(27™27 L), et on a alors une contradiction.

Soient t € [0,] et k € T,41 tel quet € [k27" L, (k+1)27"71]

F®) = Saf () = (F() = Suf (k27"71) + (Suf(k27771) = Suf (1))

Et comme la fonction S, f est affine sur le segment [k27""!, (k + 1)27""!] alors elle est
monotone sur cet segment, donc Sy, f(t) est compris entre les deux valeurs S, f(k27""1) et
Snf((k+1)27""1) on en déduit alors que
|Snf(t) = Suf(k27771) < |Spf(k27"71) — f(k27"71)], donc
() — Suf (D] < 1£(8) — F(ES Y] + | F(k2-"1) — F((k + 1)27"Y)] et puisque
|t _ k.2—n—l| < 2—n—1 < 2—n1—1 et ‘(k’ 4 1)2—71,—1 _ k2—n—1| < 2—n—1 < 2—n1—1
alors |f(t) — f(k27"71)| <wp(27m 1) <2708 gf
|f((k+ )27 1) — f(k27 1) < wp(27™7 1) <2705 | on obtient alors
|f(t) — Spf(t)] < 2.27m0s = 2st19(=no—D)s < 9541 |3 _ 40| et clest bien que
1 = Suflloe < 2512 — o,
(a) Pour j entre ng +1 et ny, on a

Comme & la question 15, \cj’fcj(x)(f)\ < 13%|x — xo|®, donc
ni

Z Do leiuNNOr@l = D2 1ej 1w (D) 1, ) (2)] < €13°(n1 = n0) |z — 0.

Jj=no+1 keT j=no+1
(b) On aws(27™) < cs(N)(1+ [logo(27™))™N = c4(N)(1 +n1) N et par suite

ca(IV)
(em)™ < oo 1

ca(N) )N
U.)f(2_n1) '

d’ou :

nl—no§n1+lé(

ngs

< 2M05 et donc ny + 1 < (04(N))%2 X

Par définition de ni on a or 2™M% <

wf(2*”1)
|z — 20| 7%, alors (n —ng)|x — zo|* < (ca(N))¥ ~ T N5, on utilise la majoration

de la question 18.a on obtient le résultat.

On fixe un entier N € N.

Casng <nq :

Pour tout t € [07 1]7 f(t> = Snof<t) + (Snlf(t) - Snof(t)) + (f(t) - Snlf(t>)

Nous allors majorer chaque terme :

|Sno () = Sy (z0)] < YWy < calar — mo|* < colar — w0~
j=0

)s

2|~
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|(Sny f () = Sno f(2))  — (Smf(xo)— Sno f(20))]

< Z Y lesr(@) 1050 (2)] + Z > Jein()1105k (o))
j=nop+1 kGT Jj= n0+1k€T
< Z Y lesr(@)1050(2)] + Z > lein(H)I105k (o))
j=np+1 kET Jj= n0+1kET
e (1=%)s 8
< ¢5(N)|x — 20|V N + sl — x0
< (es(N) + e3)|a — oL N5.

[(f(2) = Sy f(2)) = (f(20) = Sny f(@o))| < 2[f = Sy flloo
< 2s+2|$_x0|s
< 25+2|$_$0|(1—%)5

Si on pose M1(N) = max(cz, c5(N) + c3,2%+9), alors dans ce cas;

() — f(w0)] < My(N)|a — z) 1w

Casng > nq :

Pour tout t € [0,1] on a f(t) = f(t) — Snof(t) + Sno f(t) et on a les majorations sui-
vantes : )
|Sno f(x) — Sno f(0)| < 2]z — 20]® < CQH(PW)S et puisque ng > nq alors

[(f(@) = Sno f(2)) = (F(x0) = Sno f(w))| < 2[[f = Sno [flloo
< 22+S|$—:C0|s
< 2P2r— |7

Si on pose My = max (2572, ¢y), alors dans ce cas on a :

|f(z) — f(@0)| < Ma|z — zo| )

Posons maintenant M = max(M;(N), M), puisque N ne dépend pas x, alors Vz € [0, 1],
|f(x) = f(xo)] < M|x — x| 1_%)5 on en déduit alors que pour tout N € N*, f € T 1_*)5
en particulier , pour tout N € N*, ag(xo) > (1 — —)s, par un passage a la limite quand N
tend vers +o0, il vent que ayf(xg) > s.

43 FIN END
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