e3a PSI A (3 heures)

un corrigé

Questions préliminaires d’application directe du cours.
Q.1. a. L’ensemble des racines n-iemes de I'unité est
Uy, ={*/0<k<n-1}

b. On a

n—1

X —1=]J[(x -

k=0

c. La somme proposée est géométrique de raison w”. Il y a donc deux cas.

n—1 n—1
Vr € nZ, Zwm221:n
k=0 k=0
n—1
1—w™
Vr ¢ n = =0
r ¢ nZ, kZ_Ow T

Q.2. L’hypothese sur M se traduit par l'existence de @ € GL,(C) telle que

Q'MQ = diag(M\o, ..., Au_1)

a. Le déterminant étant un invariant de similitude (ce que I’on peut voir comme une conséquence
de det(AB) = det(A) det(B) et de det([,,) = 1, par exemple) on a

n—1
det(M) = det(diag(Ao, ..., An_1)) = H e
k=0

b. On peut procéder par récurrence sur /.
- Initialisation : M°V = I,V = V = A°V montre que le résultat est vrai pour £ = 0.
- Hérédité : soit £ > 1 tel que le résultat est vrai jusqu’au rang ¢ — 1. On a alors

MYV = M(M*YW) = MO\ V) = XL (Mmv) = 2

et le résultat reste vrai au rang .
Finalement, on a montré que
Vee N, MV =)V
et comme V est non nul, ¢’est un vecteur propre pour M* associé a \¢.

c. On montre par récurrence que
Vk e N, Q 'M*Q = diag(Af,..., N\ )

- Initialisation : c’est immédiatement vrai au rang 0 car Q~'M°Q = Q~'Q = I,,.
- Hérédité : soit k > 1 tel que le résultat est vrai jusqu’au rang & — 1. On a alors

Q—le’Q _ Q—le’—lQQ—lMQ

diag A\E~, . N T Ddiag (Mo, - -+, Ant)
= dlag()‘lg7 cees )‘7’2—1)

et le résultat reste vrai au rang k.



En combinant linéairement ces relations, on obtient que

Vp € CIX], Q'p(M)Q = diag(p(Xo), .- -, p(An-1))
ce qui montre que p(X) est diagonalisable et que ses valeurs propres sont les p(Ag).
d. La question précédente et la question a appliquée avec p(M) donnent alors

n—1

det(p(M)) = [ (W)

k=0

pour tout p € C[X].

Probleme.

Partie A.

1.

U%H — ﬁ est continue sur R* (car A # 0) et O(1/u?) au voisinage de +oo.

C’est donc une fonction intégrable sur R™ et son intégrale existe a fortiori. Une primitive de
cette fonction sur RY est F' : u > arctan(u) — arctan(u/)). On a donc (comme A\ > 0)

/+°° L A ) i iimF— F0) =0
(e el FO) =

La fonction u —

. En écrivant que 1 — ze’ = (1 — z cos(t)) — iz sin(t), on a immédiatement

11— ze®|? = (1 — zcos(t))? + 2% sin?(t) = 1 + 2 — 2z cos(t)

. Soit # €] — 1,1[. Pour tout ¢t € R, on a |ze®| = || < 1 et donc 1 — ze® # 0. Avec la question

précédente, on a donc Vt € R, 1422 — 2z cos(t) # 0. t — In(1+ 22 — 2z cos(t)) est donc continue
sur R. Elle est donc intégrable sur le SEGMENT [0, 7] et I'intégrale proposée existe (et n’est pas
généralisée).

. La fonction t ++ 7 — ¢ étant de classe C! sur le segment [0, 7], on peut poser u = 7 — t dans

I'intégrale non généralisée précédente pour obtenir
Vo €] —1,1[, h(z) = / In(1 4+ 2z cos(u) + z2) du = h(—xz)
0

ce qui prouve la parité de h.

. On veut utiliser le théoréeme de régularité des intégrales & parametres.

- Pour tout = € [0, 1[, # +— In(1+22?—2x cos(t)) est intégrable sur [0, 7] (continue sur ce segment).

- Pour tout t € [0,7], z + In(1 + 22 — 2z cos(t)) est de classe C! sur [0, 1], de dérivée =
2(z—cos(t))

1+22—2x cos(t)
- Pour tout z € [0, 1], t — %ﬁ% est continue sur [0, 7.

- Pour tout segment [0, a] C [0, 1], tout x € [0, a] et tout ¢t € [0, 7], on a

2(x —cos(t)) | 2|z — cos(t)] < 2(a+ | cos(t)])
1+22—2zcos(t)| |1 —azeit|2 — 1—a?

la majoration provenant de I'inégalité triangulaire (premiére forme au numérateur et seconde
au dénominateur). Le majorant est une fonction continue de ¢ sur le segment [0, 7] et est donc
intégrable sur ce segment.



Le théoréme s’applique et indique que h € C1([0, 1) avec

x — cos(t)
1+ 22 — 2z cos(t)

Vz € [0,1], b (x) = 2/ dt
0

6. t — tan(t/2) est un C! difféomorphisme de ]0, 7| dans ]0, +-oc[. C’est donc un bon changement de
variable (on a ici des contraintes plus grandes sur le changement de variable car il n’est pas défini
sur le segment et introduit donc des intégrales généralisées). En remarquant que cos(t) = %
ou u = tan(t/2) et comme (c’est une identité formelle) dt = 1%;132, on a

g x — cos(t) +oo (x—1)+u?(z+1)
5 dt =2 3 55 5 du
o 1—2xcos(t)+x o (I4+u®)((1+2)%u?+(1—2)
11 suffit alors de factoriser par (x + 1) au numérateur et par (z + 1)? au dénominateur pour, en
posant A\ = };—i, obtenir
™ _ t 2 +oo 2 _ by
/ x — cos(t) g — / u du
o 1—2zcos(t) + 22 z+1Jy  (u+XN)(u?+1)
Une réduction au dénominateur commun donne
1 A ==
w24+ 1 w2+ 22 (u2 4 1) (u2 4+ \2)
Comme % =1— ), dans le cas ou x # 0 (cela n’intervient qu’ici) on a m = % et ainsi
/“ x — cos(t) g — 1/+°° 1 A
o 1—2zcos(t)+22 z )/, uZ+1 w2+ 22
7. Avec la question A.1, on en déduit que
Vz € [0,1], W(z)=0
et donc ([0, 1] étant un intervalle), h est constante sur [0,1[. Comme h(0) = 0, h est nulle sur
[0,1] et cela reste vrai sur | — 1, 1] par parité. On a ainsi A’ nulle sur | — 1, 1[.
Vz € [0,1], h(z) =K (z) =0
Partie B.
1. OnaC; = (e’ 1,a/72,... a,1,a"},... a’) et donc
Cj—aCj_l = (0,...,0,1—(1”,0,...)
En effectuant dans cet ordre les opérations C; < C; — aCj_1 pour j = n puis j = n — 1 etc
puis j = 2, on obtient une matrice triangulaire ayant le méme déterminant que A (les opérations
élémentaires laisant le déterminant invariant). On en déduit que
det(A) = (1 —a™)" !
2. a. On a immédiatement

]
(an}

o
o = O



b. On développe det(U — X1,,) par rapport a la derniere ligne pour obtenir
Y (X) = (—1)"*1 det(Ty (X)) — X det(T3(X)

avec T1(X) et To(X) triangulaires respectivement inférieure (avec des 1 sur la diagonale)
et supérieure (avec des —X sur la diagonale). Ainsi

xv(X) = ()" + (= X)" = (-1)"(X" ~ 1)
c. Les valeurs propres de U étant exactement les racines de xy, on a

Sp(U) = {w*/ ke {0,1,...,n—1}}

xu possede n valeurs propres distinctes et comme les sous-espaces propres sont en somme
directe, elle possede n sous-espaces propres de dimension 1. La somme des dimensions des
sous-espaces propres vaut n est U est diagonalisable.

Remarque : on peut aussi utiliser le théoréeme de Cayley-Hamilton pour dire que xy annule
U et conclure car cet annulateur est scindé a racines simples.

3. Le résultat préliminaire 2.c et le fait que U est diagonalisable donnent la diagonalisabilité de C,,
(polynéme en U).

4. En question préliminaire 2.c on a méme précisé les valeurs propres et ceci donne directement
que celles de C,, sont les q(w”*) pour k =0,1,...,n — 1.

Partie C.

1. a. Avec la question B.4, les valeurs propres de I',, sont les
n—1 /n—1 287
St = 15 (S (27wt ) o
k 0

que I’énoncé choisit de noter Ay.

b. Les indices étant indépendants, on peut permuter les sommes pour obtenir

1 n—1 /n—1 257
Ae = " Z (Z Wus)k) ® <n)
s=0 \k=0

D’apres la question 1.c des préliminaires, >~ L=k vaut 0 sauf si £ — s est multiple de n.
Comme s prend n valeurs successives, seule I'une d’entre elles donne pour £ — s un multiple
de n. Et comme ¢ € {0,...,n — 1} cette valeur est s = ¢ (la somme valant alors n). Ainsi

20
Ao = <nﬂ)

c. La question 2.d du préliminaire donne ensuite

n—1

det(Tp) = H)\g ng(2€”>

2. a. |l —ae?| >1—|a|l >0 pour tout et ¢ est donc bien définie sur R.

b. En utilisant la formule pour une somme géométrique de raison aw® # 1 (< 1 en module)

on obtient .
n—
1— (aw®)™ 1—a" 2sm
Z aéw‘SZ = ( 5) = 2isT = SO < >
e 1—aw 1—qe = n




c. On a ainsi o
Z <Z do 315) 1 Z (Z ws(zk)> o
n
/=0 \s=0

et toujours avec 1.c des préliminaires aj = a®. A et ', ont méme premiere ligne et sont
alors égales (les autres lignes se déduisant de la premiére par “rotation”).

Partie D.

-1 . PSRN e ’ N
1. % Yoo F (%%) est la somme de Riemann de F' associée a la subdivision réguliere d’ordre n de
[0,27]. Comme F est continue sur ce segment, on a donc le résultat annoncé.

2. a. On a toujours |1 — ae®| > 1 — |a|] > 0 qui montre que F est bien définie sur R. Elle y est

alors continue par les théoremes d’opération.
1 1
=—In n—1
n lan T[iZ (1/a — wt))

Avec la question préliminaire 1.b on en déduit que

12 () e (o) = ()

Compte-tenu de I'expression de det(A) on a 1710," = (fitéf))n. Toujours avec la propriété de

morphisme du logarithme, on conclut que
1/n
*ZF (%) . ((det(A)) )
1—am

La question D.1 donne alors

2w 1/n
N s
27 Jo 1 — ae® n—-+00 1—am

c. D’une part, on a F(t) = —3 In(1 + a® — 2acos(t)) et donc

b. On a (le logarithme est un morphisme)

n—1

n—1
1 2 1
1Sy (ﬂw) 1 (
n n n

=0 {=

o (1 —ae™n)

h(a) = —2 /07r F(t) dt

et comme F' est paire (avec 'expression ci-dessus) et 27-périodique, on a donc
T 2
h(a) = —/ F(t) dt = —/ F(t) dt
- 0

D’autre part, comme |a| < 1,

1/n
1—a” n n—+00

2m
/ F(t)dt =0
0

Va €] —1,1], h(a) =0

et avec la question précédente,

On retrouve que



