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Exercice 1 : Une série de Fourier

1. Représenterf , puis déterminer la série de Fourier de la fonctionf .
Représentation def .

1

−1

−2

π 2π−π−2π

b bbb b

Série de Fourier def .

– La fonctionf est continue par morceaux surR et 2π périodique, donc les coefficients de Fourier def surR
sont définies. On note alorsan(f) et bn(f) les coefficients de Fourier réels def .

– La fonctionf est impaire donc∀n ∈ N, an(f) = 0 .
Soitn ∈ N

∗.

bn(f) =
2

π

∫ π

0

sin(nt) dt =
2

π

[− cos(nt)

n

]π

0

=
2

nπ
(1− (−1)n).

De ce fait,

∀k ∈ N, b2k+1(f) =
4

(2k + 1)π
et ∀k ∈ N

∗, b2k(f) = 0 .

2. Existence et convergence des sommes : (a) et (b).

– Théorème de Dirichlet
La fonctionf est2π-périodique etC1 par morceaux surR, donc, d’après le théorème de Dirichlet, la série de

Fourier def converge vers sa régulariséef̃ définie parf̃(t) =
1

2
(f(t+) + f(t−)).

Or la fonctionf est sa propre régularisée donc :

∀x ∈ R,
∞∑

k=0

4

π(2k + 1)
sin((2k + 1)x) = f(x) (1)

– Calculons (a) :
∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1
.

Pourx = π/2 dans l’équation (1) :
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∞∑

k=0

4

π(2k + 1)
sin
(

(2k + 1)
π

2

)

= f
(π

2

)

4

π

∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1
= 1

∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1
=

π

4

Et donc on a montré que :
∞∑

k=0

(−1)k

2k + 1
=

π

4

– Calculons (b) :
∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
.

La fonctionf est continue par morceaux et2π périodique surR donc d’après la relation de Parseval, la série
∞∑

k=0

(
a2n + b2n

)
converge et :

a20
4

+
1

2

∞∑

k=0

(
a2k + b2k

)
=

1

2π

∫ π

−π

f(t)2 dt

Donc ici :
1

2

∞∑

k=0

(b2k+1(f))
2 =

1

2π

∫ π

−π

f(t)2 dt

1

2

∞∑

k=0

(
4

(2k + 1)π

)2

=
1

2π

∫ π

−π

1 dt

1

2

∞∑

k=0

16

(2k + 1)2π2
=

1

2π
× 2π

∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
=

1× 2× π2

16

Pour conclure on obtient :

∞∑

k=0

1

(2k + 1)2
=

π2

8

Exercice 2 : Un système différentiel

On considère le système différentiel de fonctions inconnuesx, y et de variablet ∈ R :
{

x′ = x− y
y′ = x+ 3y

1. On considère la matriceA =

(
1 −1
1 3

)

.

Calculer le polynôme caractéristique de la matriceA et en déduire que la matriceB = A− 2I2 est nilpo-
tente.

– Montrons que B est nilpotente.

On a :χA(X) =

∣
∣
∣
∣

1−X −1
1 3−X

∣
∣
∣
∣
= (1−X)(3−X) + 1

Et donc χA(X) = X2 − 4X + 4 = (X − 2)
2 .
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Le théorème de Cayley-Hamilton précise que le polynôme caractéristique deA, est un polynôme annulateur
deA, donc :

χA(A) = 0 ⇐⇒ (A− 2I2)
2 = 02 ⇐⇒ B2 = 02

La matriceB = A− 2I2 est nilpotente d’ordre 2.

– Donnons l’expression de etA.

etA = et(B+2I2) = etBe2tI2

etA = e2t etB

etA = e2t
∞∑

n=0

(tB)
n

n!

etA = e2t



I2 + tB +

∞∑

n≥2

(tB)
n

n!



, or pour toutn entier,n ≥ 2 on aBn = 0 donc

etA = e2t (I2 + tB)

De ce fait :∀t R, etA = e2t (I2 + tB) .

2. En utilisant ce qui précède, ou à l’aide de toute autre méthode, trouver la solution du système différentiel

vérifiant :
{

x(0) = 1
y(0) = 2

En notantX =

(
x
y

)

, le système et les conditions initiales se réécrit matriciellement sous la forme équiva-

lence suivante :

{
X ′ = AX

X(0) = t(1, 2)
.

Par théorème, ce problème de Cauchy linéaire à coefficients constants admet une unique solution.

La solution du système est la fonction définie surR par∀t ∈ R, X0(t) = etA
(

1
2

)

.

En utilisant la question précédente on obtient :
etA = e2t (I2 + tB)
etA = e2t (I2 + t(A− 2I2))

etA = e2t





(
1 0
0 1

)

+ t

((
1 −1
1 3

)

− 2

(
1 0
0 1

))

︸ ︷︷ ︸





etA = e2t
((

1 0
0 1

)

+ t

(
−1 −1
1 1

))

etA = e2t
(

1− t −t
t t+ 1

)

.

Par la suite il vient,

X0(t) = etA
(

1
2

)

= e2t
(

1− t −t
t t+ 1

)(
1
2

)

X0(t) = etA
(

1
2

)

= e2t
(

1− 3t
2 + 3t

)

La solution unique du système est la fonction définie surR par :

∀t ∈ R, X0(t) = e2t
(

1− 3t
2 + 3t

)

soit

{
x(t) = e2t(1− 3t)
y(t) = e2t(2 + 3t)
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Problème : séries de Taylor et développement en série entière

Dans ce problème, toutes les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R et à valeurs réelles.

Partie préliminaire

1. Justifier, pour tout réel x ∈]− 1 ; 1[, l’existence de
∞∑

n=1

nxn−1 et donner sa valeur.

– La règle de d’Alembert montre que la série entière
∞∑

n=0

xn est de rayon de convergence 1.

Donc cette série géométrique est convergente sur]− 1 ; 1[ etC∞ sur cet intervalle ouvert.

– La série dérivée
∞∑

n=1

nxn−1 est donc aussi convergente surx ∈]− 1 ; 1[.

– Or la série géométrique
∞∑

n=0

xn a pour somme
1

1− x
sur]− 1 ; 1[.

Donc la série dérivée a pour somme :

x ∈]− 1 ; 1[,

∞∑

n=1

nxn−1 =
1

(1− x)2

2. On rappelle que la fonctionΓ est définie pour tout réelx ∈]0,+∞ par :

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−t dt

Démontrer que pour tout réel x ∈]0,+∞, Γ(x+1) = xΓ(x) et en déduire, pour tout entier natureln non
nul, la valeur deΓ(n).

– Non demandé : montrons que la fonctionΓ est définie pour tout réelx ∈]0,+∞[.

- Notonsf la fonction définie par

{
R× R

+
∗ −→ R

(t ; x) 7−→ f(t ; x) = tx−1e−t

et pour tout réelx, la fonctionfx définie par

{
R

+
∗ −→ R

t 7−→ fx(t) = tx−1e−t

- Pour tout réelx, tx−1 = e(x−1) ln t et doncfx est définie, continue et positive∀t ∈]0,+∞[.

- En 0.

On atx−1e−t ∼t→0+ tx−1 =
1

t1−x
qui est intégrable sur]0,+1] pour1− x < 1.

Doncfx intégrable sur]0,+1] si et seulement six > 0.

- En +∞.
On a lim

t→+∞
t2 ×

(
tx−1e−t

)
= lim

t→+∞

(
tx+1e−t

)
= 0, pour tout réelx, d’après le théorème des croissances comparées.

On a doncfx = o

(
1

t2

)

etfx intégrable sur]1,+∞] pour tout réelx.

- Pour conclure, la fonctionΓ est définie si et seulement six ∈]0,+∞[ .
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– Montrons que ∀x ∈]0,+∞, Γ(x+ 1) = xΓ(x)

Γ(x+ 1) =

∫ +∞

0

txe−t dt

Soitx > 0.
Fixons deux réelsa et b tels que0 < a < b.
On considère les fonctionsu etv définies sur le segment[a, b] et classeC1 sur [a, b] telles que :
{

u′(t) = e−t ; u(t) = −e−t

v(t) = tx ; v′(t) = xtx−1 , ∀t ∈ [a, b]

Alors
∫ b

a

txe−t dt =
∫ b

a

u′(t)v(t) dt.

Par le théorème d’intégration par parties :

∫ b

a

txe−t dt =
∫ b

a

u′(t)v(t) dt = [u(t)v(t)]
b
a −

∫ b

a

u(t)v′(t) dt.

Soit

∫ b

a

txe−t dt =
[
−txe−t

]b

a
+

∫ b

a

xtx−1e−t dt .

Or [−txe−t]
b
a = −bxe−b + axe−a

Et pourx > 0,

{
lim

b→+∞
bxe−b = 0 (Th. croissances comparées)

lim
a→0

axe−a = 0

On fait tendrea vers0 et b vers+∞, on a alors les deux intégrales convergent respectivement versΓ(x+ 1)
etΓ(x).







∫ b

a

txe−t dt −→ Γ(x+ 1)

[−txe−t]
b
a +

∫ b

a

xtx−1e−t dt −→ 0 + xΓ(x)

Par unicité de la limite, on a donc montré que :

∀x ∈]0,+∞[ , Γ(x+ 1) = xΓ(x)

– Calculons alors pour tout entier natureln non nul, la valeur deΓ(n).

– On aΓ(1) =
∫ +∞

0

e−t dt

Or
∫ b

0

e−t dt =
[
−e−t

]b

0
= −e−b + 1 et donc lim

b→+∞

∫ b

0

e−t dt = 1

Donc Γ(1) = 1 .

– Montrons par récurrence sur l’entiern que P(n) : Pourn entier naturel,n > 0, Γ(n) = (n− 1)! .

• Initialisation : Pourn = 1 on a bienΓ(1) = 1 = 0!.
• Hérédité : Supposons que pourn fixé,Γ(n) = (n−1)! alors puisque∀x ∈]0,+∞[ , Γ(x+1) = xΓ(x)

on a pourx = n, Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n× (n− 1)! = n!.
• Conclusion: On a montré que la propriété est vraie au rangn = 1 et que si on la suppose vraie au rang
n, elle l’est au rang suivant. De ce fait :

∀n ∈ N
∗ ; Γ(n) = (n− 1)!
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3. Démontrer la formule de Taylor avec reste de Laplace (ou reste intégral) :

Si I est un intervalle contenant le réela, si f est une fonction de I dansR de classeC∞ sur I, alors pour tout
réelx ∈ I et pour tout entier natureln, on a :

f(x) =

n∑

k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt

Soitx ∈ R fixé. Montrons par récurrence surn ∈ N le prédicat

P (n) : f(x) =

n∑

k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt

• Initialisation
Pourn = 0, f estC∞ sur I et

n∑

k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt = f(a) +

∫ x

a

f ′(t) dt

= f(a) + f(x)− f(a)
= f(x)

Donc le prédicatP (n) est

vraie pourn = 0.

• Hérédité
Supposons que pour l’entiern fixé,P (n) soit vraie alors

A(x) =
n+1∑

k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt

A(x) =

n∑

k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a)

︸ ︷︷ ︸

+
(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a) +

∫ x

a

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt

A(x) =

(

f(x)−
∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt

)

+
(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a) +

∫ x

a

(x − t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt

Cela en utilisant le prédicatP (n) .

A(x) = f(x)−
∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt+

(x − a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a) +

∫ x

a

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt (2)

On va alors intégrer par partie la deuxième intégrale.

On considère les fonctionsu etv définies sur et classeC1 surI telles que :






u′(t) = f (n+2)(t) ; u(t) = f (n+1)(t)

v(t) =
(x− t)n+1

(n+ 1)!
; v′(t) =

−(x− t)n

n!

, ∀t ∈ I

Alors
∫ x

a

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt =

∫ x

a

u′(t)v(t) dt.

Par le théorème d’intégration par parties :

∫ x

a

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt =

∫ x

a

u′(t)v(t) dt = [u(t)v(t)]
x
a −

∫ x

a

u(t)v′(t) dt.

Soit

∫ x

a

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt =

[

f (n+1)(t)
(x − t)n+1

(n+ 1)!

]x

a

−
∫ x

a

f (n+1)(t)
−(x− t)n

n!
dt.

∫ x

a

(x− t)n+1

(n+ 1)!
f (n+2)(t) dt = −f (n+1)(a)

(x − a)n+1

(n+ 1)!
+

∫ x

a

f (n+1)(t)
(x − t)n

n!
dt (3)
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En utilisant cette égalité (3) dans l’égalité (2) on obtient

A(x) = f(x)−
∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt+

(x − a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a)

+

(

−f (n+1)(a)
(x− a)n+1

(n+ 1)!
+

∫ x

a

f (n+1)(t)
(x − t)n

n!
dt

)

A(x) = f(x)
Et donc le prédicatP (n+ 1) est vrai.

• Conclusion
On a montré que la propriété est vraie au rangn = 0 et que si on la suppose vraie au rangn, elle l’est au rang
suivant. De ce fait :
Si I est un intervalle contenant le réela, si f est une fonction de I dansR de classeC∞ sur I, alors pour tout
réelx ∈ I et pour tout entier natureln, on a :

f(x) =

n∑

k=0

(x − a)k

k!
f (k)(a) +

∫ x

a

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt

I. Quelques exemples d’utilisation de ce théorème

4. On considère la fonctionf définie surR par :

f(0) = 1 et pour tout réelx 6= 0, f(x) =
sinx

x
Démontrer que la fonctionf est de classeC∞ sur R.

Par théorème,∀x ∈ R, sinx =

∞∑

p=0

(−1)p

(2p+ 1)!
x2p+1.







∀x ∈ R
∗ ,

sinx

x
=

∞∑

p=0

(−1)p

(2p+ 1)!
x2p = f(x)

Et pourx = 0 ,
∞∑

p=0

(−1)p

(2p+ 1)!
02p = 1 = f(0)

donc ∀x ∈ R, f(x) =

∞∑

p=0

(−1)p

(2p+ 1)!
x2p .

f admet donc un développement en série entière sur l’intervalle ]−∞,+∞[.
Cette fonction est donc de classeC∞ surR.

5. Expliciter une fonction f de classeC∞ sur un voisinage de 0 et vérifiant, pour tout entier natureln, l’éga-
lité f (n)(0) = n.n!

]−1, 1[ est un voisinage de0.
D’après la question1,

∀x ∈]− 1 ; 1[,

∞∑

n=1

nxn−1 =
1

(1 − x)2

Donc

– D’une part,∀x ∈ ]−1, 1[ ,
x

(1 − x)2
=

∞∑

n=1

nxn =

∞∑

n=0

nxn.

La fonctionf définie sur]−1, 1[ parf(x) =
x

(1 − x)2
est donc développable en série entière sur l’intervalle
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]−1, 1[.

– D’autre part, elle est de classeC∞ (]−1, 1[) et d’après le théorème rappelé,

∀x ∈]− 1 ; 1[, f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn

On a donc∀x ∈]− 1 ; 1[







f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn

f(x) =

∞∑

n=0

nxn

Soit par unicité du développement en série entière

∀n ∈ N,
f (n)(0)

n!
= n donc

∀n ∈ N, f (n)(0) = n.n!

6. Un théorème des moments.

(a) f est de classeC∞ donc en particulier, continue sur]−R,R[.
Or [0, 1] ⊂ ]−R,R[ carR > 1.
Doncf est continue sur le segment[0, 1]. Par théorème elle est bornée.
Il existe et on le fixe un réelM > 0 tel que∀x ∈ [0, 1], |f(x)| ≤ M .

Par théorème, pour tout réel du disque ouvert de convergence]− R,R[, la série
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn est abso-

lument convergente.

Or 1 ∈ ]−R,R[ donc

∣
∣
∣
∣

f (n)(0)

n!

∣
∣
∣
∣

est le terme général d’une série convergente.

Enfin,∀x ∈ [0, 1],

∣
∣
∣
∣
f(x)

f (n)(0)

n!
xn

∣
∣
∣
∣
≤ M

∣
∣
∣
∣

f (n)(0)

n!

∣
∣
∣
∣

donc sup
x∈[0,1]

∣
∣
∣
∣
f(x)

f (n)(0)

n!
xn

∣
∣
∣
∣
≤ M

∣
∣
∣
∣

f (n)(0)

n!

∣
∣
∣
∣
.

Par définition, la série de fonction
∞∑

n=0

f(x)
f (n)(0)

n!
xn converge normalement sur l’intervalle[0, 1].

(b) Pour toutx ∈ [0, 1],

∞∑

n=0

f(x)
f (n)(0)

n!
xn = f(x)

∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn = f(x)2.

Donc la série de fonction précédemment étudiée converge normalement donc uniformément sur le segment
[0, 1] vers la fonctionx 7→ (f(x))2. Les fonctions sont continues.

Par théorème d’intégration terme à terme,
∫ 1

0

f(x)2 dx =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!

∫ 1

0

f(x)xn dx = 0.

La fonctionx 7→ f(x)2 est continue, positive et d’intégrale nulle sur le segment[0, 1] donc par théorème,
cette fonction est nulle et∀x ∈ [0, 1], f(x)2 = 0.

Par le caractère intègre deR, ∀x ∈ [0, 1], f(x) = 0.

(c) Soita ∈ ]0, 1[ fixé. Au voisinage dea, f est identiquement nulle donc∀n ∈ N, f (n)(a) = 0.
Soitn ∈ N. ∀a ∈ ]0, 1[ , f (n)(a) = 0 doncf (n) est nulle sur]0, 1[.

Par continuité def (n) en0 (à droite),f (n)(0) = 0.

Donc∀x ∈ ]−R,R[ , f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn = 0.

Conclusion :f est la fonction nulle sur l’intervalle]−R,R[.
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Partie 2 : contre-exemples

7. On définit la fonctionf surR parf(x) =
1

1 + x2
.

Par les théorèmes généraux,f est de classeC∞ surR.

f est développable en série entière sur]−1, 1[ et∀x ∈ ]−1, 1[ , f(x) =

∞∑

n=0

(−1)nx2n.

En revanche, cette série n’est pas définie pourx = 1 (terme général qui ne tend pas vers0) doncf ne coïncide
pas avec sa série de Taylor en0 surR tout entier.

8. (a) Représentation graphique.

0

1

0 1 2 3 4 5
(b) Dans cette question, nous identifions les polynômes à coefficients réelles et les fonctions polynomiales

associées.
Démontrons par récurrence surn ∈ N le prédicat

P (n) : ∃Pn ∈ R[X ]|∀x > 0, f (n)(x) =
Pn(x)

x3n
e−1/x2

– Initialisation :
PosonsP0 = 1 qui est bien un polynôme...

∀x > 0,
P0(x)

x3×0
e−1/x2

= e−1/x2

= f(x).

DoncP (0) est vrai.

– Hérédité :
Soitn ≥ N

∗. SupposonsP (n− 1) vrai.
Alors, il existe et on le fixe un polynômePn−1 ∈ R[X ] tel que∀x > 0, f (n−1)(x) = Pn−1(x)x

−3n+3e−x−2

.
Par dérivation de l’égalité précédente, on a
∀x > 0, f (n)(x) = P ′

n−1(x)x
−3n+3e−1/x2

+Pn−1(x)(−3n+3)x−3n+2e−1/x2

+Pn−1(x)x
−3n+3(2x−3)e−1/x2

=
1

x3n
e−1/x2 (

x3P ′
n−1(x) + (−3n+ 2)x2Pn−1(x) + 2Pn−1(x)

)
.

PosonsPn = X3P ′
n−1+(−3n+2)X2Pn−1+2Pn−1. Par stabilité deR[X ] par la dérivation, le produit,

la somme...Pn est un polynôme deR[X ] et il vérifie∀x > 0, f (n)(x) = Pn(x)
1

x3n
e−1/x2

.

P (n) est donc vrai.

– Conclusion: par le principe de récurrence,P (n) est vrai pour toutn ∈ N ce qui démontre le résultat.

(c) Montrons par récurrence surn le prédicat

P (n) : f est de classeCn sur[0,+∞[ etf (n) = 0 .

– Initialisation :

f est continue sur]0,+∞[. De plus, lim
x→0+

−1

x2
= −∞ et lim

t→−∞
eu = 0 donc par composition des limites,

lim
x→0+

f(x) = 0 = f(0).

Doncf est continue à droite en0.
f est donc continue sur[0,+∞[ ce qui démontreP (0).
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– Hérédité :
Soitn ∈ N

∗. SupposonsP (n− 1) vrai.
Alors f (n−1) est bien définie et continue sur[0,+∞[.
De plus,f est de classeC∞ sur]0,+∞[ doncf (n−1) est de classeC1 sur]0,+∞[.

D’après la question précédente,∀x > 0, (f (n−1))′(x) = f (n)(x) =
Pn(x)

x3n
e−1/x2

.

Par les théorèmes de comparaison des fonctions usuelles, auvoisinage de+∞, u3ne−u2

= o(1).

Or lim
x→0+

(1/x) = +∞ donc par substitution, au voisinage de0+,
1

x3n
e−1/x2

= o(1).

Pn est une fonction polynomiale donc continue en0 donc bornée au voisinage de0.

Ainsi, par théorème d’opérations,lim
x→0+

Pn(x)

x3n
e−1/x2

= 0 donc lim
x→0+

(f (n−1))′(x) = 0.

En résumé,f (n−1) est continue sur[0,+∞[, de classeC1 sur ]0,+∞[ et lim
x→0+

(f (n−1))′(x) = 0.

Par théorème de prolongement de la classeC1, f (n−1) est de classeC1 sur [0,+∞[ et (f (n−1))′(0) =
lim

x→0+
(f (n−1))′(x) = 0.

Par définition,f est donc de classeCn sur [0,+∞[ et f (n)(0) = (f (n−1))′(0) = 0 ce qui démontre
P (n).

– Conclusion: par le principe de récurrence,P (n) est vrai pour toutn ∈ N.
f est donc de classeC∞ sur[0,+∞[ et∀n ∈ N, f (n)(0) = 0.

(d) Supposons qu’il exister > 0 tel que la fonctionf soit développable en série entière sur]− r, r[.

D’après le théorème rappelé et la question précédente,∀x ∈ ]−r, r[ , f(x) =

∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn = 0.

En particulier,r/2 ∈ ]−r, r[ etr/2 6= 0 donce−4/r2 = 0 : absurde.
Conclusionf n’est pas développable en série entière sur aucun intervalle de la forme]−r, r[ avecr > 0.

9. (a) Soitx ∈ R.

∀t ≥ 0, 1 + tx2 ≥ 1 donct 7→ e−t

1 + tx2
est bien définie et continue d’après les théorèmes généraux sur

[0,+∞[.

Au voisinage de+∞,
e−t

1 + tx2
= O(e−t). t 7→ e−t est de signe constant et intégrable au voisinage de

+∞ donct 7→ e−t

1 + tx2
est intégrable sur[0,+∞[.

f est donc bien définie surR.
Fixonsa un réel strictement positif.

Posons la fonctiong définie sur[0,+∞[×[−a, a] parg(t, x) =
e−t

1 + tx2
.

Soit t ≥ 0 fixé.x 7→ g(t, x) est dérivable sur[−a, a] et∀x ∈ [−a, a],
∂g

∂x
(x, t) =

−2txe−t

(1 + tx2)2
.

De plus,∀x ∈ [−a, a],

∣
∣
∣
∣

∂g

∂x
(x, t)

∣
∣
∣
∣
≤ 2tae−t.

La fonctiont 7→ 2tae−t est positive et intégrable sur[0,+∞[ en particulier car au voisinage de+∞,
2ate−t = o(1/t2).

Pour toutx ∈ [−a, a], les fonctionst 7→ g(x, t) et t 7→ ∂g

∂x
(x, t) sont intégrables sur[0,+∞[.

Par théorème, la fonctionx 7→
∫ +∞

0

g(x, t) dt = f(x) est de classeC1 sur [−a, a] doncf est de classe

C1 sur[−a, a] et ceci pour touta > 0. Doncf est de classeC1 surR.

(b) Soitt > 0 fixé. Posonsα =
1√
t

qui est un réel strictement positif.

Soitx ∈ ]−α, α[. Alors tx2 ∈ [0, 1[.

Donc
e−t

1 + tx2
= e−t

∞∑

p=0

(−1)p(tx2)p =

∞∑

p=0

(−1)ptp(2p)!e−t

(2p)!
x2p.

Notonsh la fonction définie surR parh(x) =
e−t

1 + tx2
.
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D’après ce qui précède,h est développable en série entière sur l’intervalle]−α, α[ donc par le théorème
rappelé,
∀p ∈ N, f (2p)(0) = (−1)p(2p)!tpe−t etf (2p+1)(0) = 0.

(c) D’après la question précédente et le résultat admis à la fin de la question9(a), ∀p ∈ N, f (2p+1)(0) =
∫ +∞

0

0 dt = 0 etf (2p)(0) =

∫ +∞

0

(−1)p(2p)!e−ttp dt = (−1)p(2p)!Γ(p+ 1) = (−1)p(2p)!p!.

Ainsi, on peut réécrire ainsi (formellement) la série entière
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn :

∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑

p=0

(−1)p(2p)!p!

(2p)!
x2p =

+∞∑

p=0

(−1)pp! x2p.

Soitx un réel non nul fixé.
Posonsup = (−1)pp!x2p, terme général d’une suite de réels tous non nuls.

Pour toutp ∈ N,
|up+1|
|up|

= p|x|2 qui tend vers+∞ quandp tend vers∞.

Doncup n’est pas le terme général d’une série absolument convergente.

Par caractérisation du rayon de convergence d’une série entière, celui de la série entière
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn est

donc nul.
Supposons qu’il exister > 0 tel quef soit développable en série entière sur]−r, r[.

Alors, par le théorème rappelé,∀x ∈ ]−r, r[ , f(x) =
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn et, par caractérisation du rayon de

convergence, celui de la série entière
∞∑

n=0

f (n)(0)

n!
xn est donc supérieur ou égal àr. Donc0 ≥ r : absurde.

Doncf n’est pas développable en série entière au voisinage de0.

Partie 3 : condition suffisante

10. (a) Fixons un réelx ∈ ]−a, a[.
Soitn ∈ N.
f est de classeCn+1 sur l’intervalle]−a, a[.
(0, x) ∈ ]−a, a[2.
|f (n+1)| ≤ M .
Par l’inégalité de Taylor Lagrange, on obtient alors∣
∣
∣
∣
∣
f(x)−

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk

∣
∣
∣
∣
∣
≤ M

|x− 0|n+1

(n+ 1)!
= M

|x|n+1

(n+ 1)!
.

Par comparaison des suites usuelles,

( |x|n+1

(n+ 1)!

)

→ 0 donc par théorème d’encadrement,
(

n∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk

)

n∈N

→ f(x) ce que l’on peut réécrire
∞∑

k=0

f (k)(0)

k!
xk = f(x).

f est donc développable en série entière sur]− a, a[ donc au voisinage de0.

(b) ∀(n, x) ∈ N × R, | sin(n)(x)| ≤ 1 doncsin est développable en série entière au voisinage de0 (surR...)
par la question précédente.
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