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Exercice 1 : Une série de Fourier

1. Représenterf, puis déterminer la série de Fourier de la fonctionf.
Représentation def.

1 r

J 1 1 1

% % & &

* * * *

-2 - T 2
1 1 1 r
4 - 4 | 3
9 4

Série de Fourier def.

— Lafonctionf est continue par morceaux sRret 27 périodique, donc les coefficients de FourierfdsurR
sont définies. On note aloss, (f) etb, (f) les coefficients de Fourier réels de

— Lafonctionf est impaire don}:Vn eN,a,(f)=0 ‘

Soitn € N*, (nt)
2 [T 2 [—cos(nt)]™ 2
_ 2 e N
bo($) = 2 [ sintot @ = 2| =20 2y
De ce fait,
4 "
Vk€N7b2k+1(f)=m et‘VkEN ka(f)zo‘-

2. Existence et convergence des sommes : (a) et (b).

— Théoréme de Dirichlet
La fonctionf est2r-périodique eC! par morceaux suR, donc, d’apres le théoréme de Dirichlet, la série de

Fourier def converge vers sa régularisgeléfinie parf (t) = % (f@EH) + f(t)).
Or la fonctionf est sa propre régularisée donc :

vz € R, ;) TR sin((2k + 1)z) = f(z) 1)

(=1
2k +1°

— Calculons (a) :Z
k=0

Pourz = 7/2 dans I'équation (1) :
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Et donc on a montré que :

i (-DF 7
Zaok 1 4

—_

= 1
— Calculons (b) 1 Y ———.
prs (2k+1)

La fonction f est continue par morceaux2t périodique suiR donc d'aprés la relation de Parseval, la série
[e ]

Z (a2 + b2) converge et :

k=0
a—%+li(a2+b2)f— ﬂf(t)th
4 2 T

k=0

Donc ici:

1 G 2 1 T 2

5;(b2k+1(f)) = 35 ﬂrf(t) dt

1 e’} 4 2 1 T

2 . = — [ 1dt

> (@) = =/

1 16 1

N2 - %2

2;)(%“)%2 o T

i 1  1x2x7?

_ _ i XexT
£ (2k+1) 16

Pour conclure on obtient :

o0

S e
e
£ (2k+ 1) 8

Exercice 2 : Un systeme différentiel

On consideére le systeme différentiel de fonctions incosnyg et de variable € R :

r = z—y
y = z+43y
1 -1
1 3

Calculer le polyndme caractéristique de la matriced et en déduire que la matriceB = A — 215 est nilpo-
tente.

1. On considére la matricé = (

— Montrons que B est nilpotente

1-X -1
Ona:XA(X):‘ 1 3.y =1-X)3-X)+1

Etdong y4(X) = X2 —4X +4= (X —2)°|
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Le théoréme de Cayley-Hamilton précise que le polyndmectériatique ded, est un polyndme annulateur
de A, donc:

XA(A) =0« (A—212)2 =0y — 32 =09
La matriceB = A — 21, est nilpotente d’ordre 2.

— Donnons I'expression de &'.

glA _ gt(B+2I2) _ gtBg2tls

giA — g2t B
4 _ o (B)"
et =et>" -
n=0
(A t — (tB)" -
¢4 =e"| L +tB+ Y ~—— |, orpourtoutr entier,n > 2 onaB" = 0 donc
mn.

n>2

etA =e? (IQ + tB)

De ce fait :vt R, ‘ g4 =¢e* (I, +tB) ‘

2. En utilisant ce qui précede, ou a l'aide de toute autre méthoe, trouver la solution du systeme différentiel

vérifiant : { 528; i ;

En notantX = ( z ) le systéme et les conditions initiales se réécrit matl&igent sous la forme équiva-

X' =AX

lence suwante{ X(0)=1(1,2)

Par théoréme, ce probléme de Cauchy linéaire a coefficienstants admet une unique solution.

2

La solution du systéme est la fonction définie Ruparvt € R, | Xo(t) = et ( ! ) .

En utilisant la question précédente on obtient :
etd = g2t (IQ -‘rtB)
etd = g2t (IQ + t(A — 2[2))

e (50020 Y)

Par la suite il vient,

w17 ) (1)

=t (5 )= (535

La solution unique du systéme est la fonction définicpar :

L 1—3t [ ax(t) = €¥(1 - 3t)
vt e R,| Xo(t) = € < 2 + 3t > So't{ y(t) = e*(2+ 3¢)
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Probléme : séries de Taylor et développement en série enteer

Dans ce probléme, toutes les fonctions considérées sontedfur un intervalle | de R et a valeurs réelles.

Partie préliminaire

o0
1. Justifier, pour tout réel x €] — 1 ; 1], I'existence dez nz"~! et donner sa valeur
n=1
o0
— Laregle de d’Alembert montre que la série entiEe:z:" est de rayon de convergence 1.
n=0

Donc cette série géométrique est convergentgsur ; 1[ etC* sur cet intervalle ouvert.
o0

— Lasérie dérivéi naz"~! est donc aussi convergente sug] — 1; 1[.

n=1
)

L. , _ 1
— Or la série géométriqud _ =" a pour somme— sur] —1; 1.
i

n=0

Donc la série dérivée a pour somme :

- 1
x €l —1;1] an”fl: —
— (1—-x)

2. On rappelle que la fonctidn est définie pour tout réel €]0, +oo par :

00

I'(z) = / t*~let dt
0

Démontrer que pour tout réel z €]0, +00, I'(z + 1) = «I'(x) et en déduire, pour tout entier naturel n non

nul, la valeur de I'(n).

— Non demandé : montrons que la fonctiorl” est définie pour tout réelz €]0, +o0|.
RxRf — R
(t; 2) v+ f(t;z)=t""le?

Rf — R

et pour tout réek, la fonctionf, définie par{ E o flt) = et

- Notonsf la fonction définie pav{

- Pourtout réek, t*~1 = el==Dnt et doncf, est définie, continue et positivé €]0, +oco|.

- Eno.
1 . s,
Onat* let ~y_ o+ t* 1 = - qui est intégrable sy, +1] pourl — z < 1.
Donc f, intégrable suf0, +1] si et seulement st > 0.

- En+4occ.
Ona lim *x (t*"'e™") = lim (t*"'e™") =0, pour tout réelr, d’aprés le théoréme des croissances com|
t—4-o00 t——+o0

1 Lo .
Onadoncf, = o <t_2) et f, intégrable suf1, +oo] pour tout réek.

- Pourconclur%, la fonctioh est définie si et seulement:sie]0,+oo[‘.
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— Montrons que Yz €]0, 400, I'(z + 1) = 2T'(x)

“+o0
Iz+1)= / t*e " dt
0

Soitz > 0.
Fixons deux réela etb tels qued < a < b.
On considére les fonctionset v définies sur le segmefit, b] et classeC'! sur|a, b] telles que :

w(t)=et 5 ou(t)=—et
{ ’U(ﬁ) =1t* ; U’(ﬁ) = g1 7Vt S [a,b]

b b
AIors/ tre dt:/ o' (t)v(t) dt.

Par le théoréme d'intégration par parties :

b b b
/t”“'e_t dt:/ o' (t)v(t) dt:[u(t)v(t)]zf/ u(t)v'(t) dt.

Soit

b b
/ tret dt = [~t7e )" +/ ot let dt |
a a

or[—t*et]’ = —b*eb + a"e @
, lim b*e® = 0 (Th.croissances comparées
Et pourz > 0, Tt
pourz lim a*e™“ =0
a—0
On fait tendrez vers0 etb vers+oo, on a alors les deux intégrales convergent respectiveneest (o + 1)
etl'(z).
b
/ t*e~tdt — [(z+1)
a

b
[ftme*t]z +/ wt*letdt — 0+ al(z)

Par unicité de la limite, on a donc montré que :

vV €]0,+00[ , ‘F(m +1) =2T(z) ‘

— Calculons alors pour tout entier naturel » non nul, la valeur deI'(n).
+oo
— Onarl(l) = / e tdt
0

b b
Or/ e tdt= [fe_t}g = —e’+1etdonc lim etdt=1
0

b——+oo 0
Donc|T'(1) =1}

— Montrons par récurrence sur I’enti;elque‘ P(n) : Pourn entier naturelp > 0,I'(n) = (n — 1)! ‘

e Initialisation : Pourn = 1 on a bier'(1) =1 = 0!.

e Hérédité: Supposons que pourfixé,I'(n) = (n—1)! alors puisqu&'z €]0, +oo[ , T'(z+1) = 2['(x)
onapourr =n,I'(n+1) =nl'(n) =nx (n—1)! =nl

e Conclusion: On a montré que la propriété est vraie au rang 1 et que si on la suppose vraie au rang
n, elle 'est au rang suivant. De ce fait :

[¥neN*; T(n) = (n—1)]
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3. Démontrer la formule de Taylor avec reste de Laplace (ou restintégral) :

Si | est un intervalle contenant le réelsi f est une fonction de | dari® de classe”> sur |, alors pour tout
réelxz € I et pour tout entier naturel, on a :

" (z—a) T (x —t)"
fla) = >0 ot ey 4 [T e o

P ! a n!

Soitz € R fixé. Montrons par récurrence surc N le prédicat

" (z—a) T =)™
=Y B g+ [T e

k=0

e Initialisation
Pourn = 0, f estC> sur |l et

" (z—a) (=)™
Sl [EE g e = g+ / I

k=0 Donc le prédicatP(n) est
= f(a)+ f(2)
— (ZE
vraie poum = 0.
o Hérédité
Supposons que pour I'entierfixé, P(n) soit vraie alors
n+1
_ (x —a)* /I (z =" e
A(ZE) - ];0 k' f (a) + " (TL 4 1)| f (t) dt
o @—a)f gy (—a)"" i) /I (@ =" 2
A(EE) - ];0 k' f (a’) + (TL+ 1) f ( )+ " (TL+ 1)| f (t) dt

A(z) = (f(ac) _ /l (m;i!t)nf(nﬁ-l)(t) dt) + %f(n-ﬁ-l)( )+ /I %f(nw) (t) dt

Cela en utilisant le prédicd(n) .

T (¢ 1) T —a 1) xzithrl o
aw) = 1) - [ e e B e 4 [TEZOEE gy | 2

On va alors intégrer par partie la deuxiéme intégrale.

On considére les fonctionset v définies sur et classg! surI telles que :

W) = ) 5 u(t) = fO()
xr—t)nt! , —(x—t)™ Vtel
{ 0= v =Tl e
Alors / ’ % FO2(t) dt = / ' u' (t)o(t) dt.

Par le théoréme d'intégration par parties :

[ e 0= [Twu d = oo - [Cuoro o,

(n+1)!
Soit
Tl =" e PN (n1)( x*t)
/a NCEE fFint (t)dt{f ) — TS ] /f + dt.
/ I (?n—ﬁi—lﬂ"“)(t) dt = —f0+(a) x{ : 1n+1 / o ) dt (3)
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En utilisant cette égalité (3) dans I'égalité (2) on obtient

T — a)n+1

7nf(n+1)(t) dt + ((nTl)!f(nH)(a)

+ (f<"+1>(a)(gcnia’y#1 + /: f<"+1>(t)(x%)n dt>

A(z) = f(x)
Et donc le prédicaP(n + 1) est vrai.

e Conclusion
On a montré que la propriété est vraie au rang 0 et que si on la suppose vraie au ranglle I'est au rang
suivant. De ce fait :
Si | est un intervalle contenant le réglsi f est une fonction de | dari® de classe”>° sur I, alors pour tout
réelx € I et pour tout entier naturel, on a :

" (z—a)* T —t)"
f(x)zzi( i ) f(k)(a)Jr/ bl n!t) FOHO @) dt

k=0

I. Quelques exemples d'utilisation de ce théoréme

4. On considére la fonctiofi définie surR par :

sinx

f(0) = 1 etpourtoutréek # 0, f(x) =

Démontrer que la fonction f est de class€'>° sur R.

Par théorémeyzr € R,sinz = Z ¥x2p+1.

= 2p+1)!
. sinz > (-nr 5
vz € R o fZ;Oi(QPH)!fo(z)
— (=P
E - T ==
tpourz =0 p;) (2p+1>!0 1= £(0)
— (71)p 2p

dongVa € R, f(z) =Y

= (2p+1)!

f admet donc un développement en série entiére sur I'intefvabo, +oo|.
Cette fonction est donc de clasSé°® surR.

5. Expliciter une fonction f de classeC* sur un voisinage de 0 et vérifiant, pour tout entier natureln, I'éga-
lit¢ ) (0) = n.n!

]—1, 1 est un voisinage dé.
D’aprés la questio,

1
. n—1 _
Vwe]—l,l[, nz::lnac —m

Donc

— D'une partyr € |-1,1], ﬁ = ang” — Zmﬂ

— T
n=1 n=0
La fonction f définie sul—1, 1[ par f(z) = ﬁ est donc développable en série entiére sur l'intervalle
— T
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1-1,1].
— Drautre part, elle est de claséé>O (] , 1[) et d’aprés le théoréme rappelé,

Veel—1; 1], Zf

Onadond/z €] —1; 1]

> f(n)
) = 300,

n!

n=0
f@) = Yoo
n=0

Soit par unicité du développement en série entiére

Vn € N, = ndonc

f‘"()

vn € N, f™(0) = n.n!

6. Un théoreme des moments

(a) f estde class€ donc en particulier, continue sir R, R|.
Or[0,1] C |-R,R[carR > 1.
Donc f est continue sur le segme[fit 1]. Par théoréme elle est bornée.
Il existe et on le fixe un réel/ > 0 tel quevze € [0,1], | f(z)| < M.

(0)

£
Par théoreme, pour tout réel du disque ouvert de converdendg R|, la sériez fi'
n
n=0

2" est abso-

lument convergente.

f‘"()

Or1 €]—R, R[donc est le terme général d’'une série convergente.

Enfin,VxG[O,l],‘f(x)fi'(O) <M‘f ‘donc sup f(z)fi'(o):r"‘ §M‘f7'(0)‘
n z€[0,1] n: n:
P £ . . f(n)(o) n W
Par définition, la série de fonctloE flx) -—a™ converge normalement sur l'intervallé 1].
n:
n=0
s )0

(b) Pourtoutz € [0,1], ) f(:c)u = Z f = f(x)2.

n=0

Donc la série de fonction précédemment étudiée convergeailement donc uniformément sur le segment
[0,1] vers la fonctionr — (f(x))?. Les fonctions sont continues.

1 (0
Par théoréme d’intégration terme é\terrfe,f(:c)2 dz = Z ! / f(z)a™ dz = 0.
0 n=0
La fonctionz — f(x)? est continue, positive et d’intégrale nulle sur le segni@nt] donc par théoréme,

cette fonction est nulle &tr € [0, 1], f(x)? = 0.

Par le caractére integre e Vz € [0, 1], f(z) = 0.

(c) Soita € ]0, 1] fixé. Au voisinage de, f est identiquement nulle dona € N, f(™) (a) = 0.
Soitn € N.Va €]0,1[, f™(a) = 0 doncf(™ est nulle sufo0, 1[.

Par continuité dg(™) en0 (a droite),f (" (0) = 0.
= /™(0)
Doncvz € |-R, R[, f(z) = ) —

n=0
Conclusion :f est la fonction nulle sur I'intervalle- R, R].
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Partie 2 : contre-exemples

7.

8.

PP . 1

On définit la fonctiory surR par f(z) = T
X

Par les théorémes généraipest de class€’*> surR.

[e.°]

f est développable en série entiérelsut, 1] etvVa € |—1,1[, f(z) = Z (—1)"z?m,

n=0
En revanche, cette série n’est pas définie pour 1 (terme général qui ne tend pas vejslonc f ne coincide

pas avec sa série de Taylor@surR tout entier.
(a) Représentation graphique

1+

| |

0 % % %
0 1 2 3

T 1

4 5

(b) Dans cette question, nous identifions les polynémes ficieats réelles et les fonctions polynomiales

associées.
Démontrons par récurrence suE N le prédicat

P(n) : 3P, € R[X]|Vz > 0, f(M(z) =

P"(:E) e—l/w2

xr3n

— Initialisation :
PosongP, = 1 qui est bien un polynéme...
Po(m) _1/g2 _1/22
Vx> 0, 550 € /27 = =17 = f(x).
Donc P(0) est vrai.

— Hérédité:
Soitn > N*. Supposon®(n — 1) vrai.

Alors, il existe et on le fixe un polynoni@, ; € R[X]telquevz > 0, f*~V(z) = P, (x)z~3" 3™ ",

Par dérivation de I'égalité précédente, on a

2

Vo >0, f(z) = P._ (x)a=3" 3¢ 12" 4 Py (2)(—3n+3)a =32 1/2" 4 P ()2 37+3 (203) e~ 1/

- xr3n

1 2
——e V" (3P (z) + (=30 + 2)a2Py_1(z) + 2P, _1(2)).

Posons?, = X3P/ _,+(—3n+2)X%P,_1+2P,_1. Par stabilité d®[X] par la dérivation, le produit,

L 1
la somme..P, estun polyndme dB[X] et il vérifieVz > 0, f(")(z) = P, (z)—-e
X

P(n) estdonc vrai.

—1/2?
3 .

— Conclusion: par le principe de récurrencB{n) est vrai pour toutr € N ce qui démontre le résultat.

(c) Montrons par récurrence sure prédicat
P(n) : f estde class€™ sur|0, +-oo[ et f(™) =0 |.

— Initialisation : .
f estcontinue sup, +oo[. De plus, lim —
z—0t T
lim f(x) =0= f(0).
z—0t . . .
Donc f est continue a droite en
f est donc continue sy@, +oo[ ce qui démontreé®(0).

——00

—00 ett lim e“ = 0donc par composition des limites,
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— Hérédité:
Soitn € N*. Supposon®(n — 1) vrai.
Alors (=1 est bien définie et continue s, +oo|.
De plus,f est de class€> sur]0, +oo[ doncf("~1) est de class€’ sur]0, +oo].
P () e

—1/2?
3n '

D’apreés la question précédents; > 0, (f(*~V)/(z) = ) (2) =
Par les théorémes de comparaison des fonctions usuellesisimage detoo, u3"e=*" = o(1).

o - 1
Or 1inorl+(1/x) = +o0 donc par substitution, au voisinage @, We—l/”ﬁ = o(1).

T—> x

P, est une fonction polynomiale donc continue(etionc bornée au voisinage e

P,
Ainsi, par théoréme d'opérationsim T(x)e‘l/zz = 0donc lim (f~VY(x) = 0.

z—0t+ x°" z—0t
En résuméf ("1 est continue suld, +ocl, de classe! sur]0, 4-oo| et lim+(f("_1))/(x) =0.
z—0

Par théoréme de prolongement de la clagsef ("1 est de class€ sur[0, +oo[ et (f~1D)(0) =
lim (f=Y)(z) =0.
z—0t
Par définition,f est donc de class€™ sur [0, +oo[ et f((0) = (1) (0) = 0 ce qui démontre
P(n).

— Conclusion: par le principe de récurrencB{n) est vrai pour tout: € N.
f estdonc de clasgg™ sur[0, +-o0[ etVn € N, £ (0) = 0.

(d) Supposons qu'il existe > 0 tel que la fonctiory soit développable en série entiére burr, r|.

(
D’aprés le théoréme rappelé et la question précédente,|—r, r[, f(z) = Z !

En particuliery/2 € |—r, [ etr/2 # 0 donce=*/"" = 0 : absurde.
Conclusionf n’est pas développable en série entiére sur aucun inted@lla formé—r, r[ avecr > 0.

9. (a) Soitr € R.

—t

YVt > 0,14 tx? > 1 donct — He_ﬁ est bien définie et continue d'aprés les théorémes généuaux s
X
[0, +o0.
—t
Au voisinage detoo, # = O(e™?).t — et est de signe constant et intégrable au voisinage de
X

(&
donct — ——— estintégrable sup .
+00 e g U0, +oof
f est donc bien définie sii.
Fixonsa un réel strictement positif.
—t
Posons la fonctiog définie sur0, +oco[x[—a, a] parg(t, z) =

1+ ta?’ .
. . L. dg —2txe”
Soitt > 0 fixé. z — g(t, x) est dérivable suf-a, a] etVe € [—a, a], g(x,t) = Fe7EE
0
De plus,vz € [—a,a], a—g(m,t) < 2tae?
X

La fonctiont +— 2tae™! est positive et intégrable sy, +oo[ en particulier car au voisinage dexc,
2ate~t = o(1/t?).

: 0 i
Pour toutz € [—a, a], les fonctiong — g(x,t) ett — a_g( ,t) sontintégrables s, +oo|.
T
Par théoreme, la fonctian — / (z,t) dt = f(z) est de class€' sur[—a,a] doncf est de classe

C' sur[—a, a] et ceci pour tout: > 0. Donc f est de class€ surR.

(b) Soitt > 0 fixé. Posongy = 7 qui est un réel strictement positif.
Soitz € |—a, af. Alorst:c € [0 1[
7t

> 1)PtP(2p)le
_t 2p
Donc T E pgio —x .

€7t

Notonsh la fonction définie suR parh(z) = T
€T
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D’aprés ce qui précédé, est développable en série entiere sur l'intervplle, o donc par le théoréme
rappelé,
Vp € N, fP)(0) = (=1)P(2p)!tPe~t et f2PH1)(0) = 0.

(c) D’aprés la question précédente et le résultat admis & ldefila questio®(a), Vp € N, f2P+1(0) =

400 ~+00
/ 0dt =0etf)(0) = / (—1)P(2p)le P dt = (—1)P(2p)!IT(p + 1) = (—1)P(2p)'p..
0 0

> f(m)(o
Ainsi, on peut réécrire ainsi (formellement) la série emﬂE fil():p"
n.
n=0
- f(n)(o) n o __ = (_1)?(2p)|pl 2p __ = Do) 42D
Zin! x _27(21))! x —Z(—l) pl 2P,
n=0 p=0 p=0

Soitz un réel non nul fixé.
Posonsy, = (—1)Pplz?P, terme général d’une suite de réels tous non nuls.

|up+1]

Pour toutp € N, = p|z|? qui tend verstoo quandp tend versc.

|up|
Doncu, n'est pas le terme général d’'une série absolument conviergen
©_ fn)
s , . L . o)
Par caractérisation du rayon de convergence d’une séi@@rtelui de la série entleE ——a" est
0 n.
donc nul.
Supposons qu'il existe > 0 tel quef soit développable en série entiére sur, r|.

FM(0)
!

n

o0
Alors, par le théoréme rappeléy € |—r,r[, f(x) = Z 2" et, par caractérisation du rayon de
n=0

F"(0)

n!

oo
convergence, celui de la série enti@ ™ est donc supérieur ou égalaDonc0 > r : absurde.

n=0
Donc f n'est pas développable en série entiére au voisinage de

Partie 3 : condition suffisante

10. (a) Fixonsunréet € |—a,al.
Soitn € N.
f estde class€™ ! sur l'intervalle]—a, a].
(0,2) € ]—a,al’.

|f(n+1)| < M.
Par I'inégalité de Taylor Lagrange, on obtient alors
~ SN0 |z — o+t |2+
- Lt <M =M .
/(@) kzzo B = ) (n+1)!

n+1
Par comparaison des suites usuel( $|+ 1)') — 0 donc par théoréme d’encadrement,
n .

<zn: %ﬁ) — f(x) ce que I'on peut réécrirgj %wk = f(=).
neN k=0

k=0 : -
f estdonc développable en série entiére| sur, o[ donc au voisinage dé

(b) ¥(n,z) € N x R, |sin(™(z)| < 1 doncsin est développable en série entiére au voisinage @erR...)
par la question précédente.
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