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Dans cette correction proposée, nous réécrivons les questions afin de faciliter la lecture. Il est bien entendu
déconseillé d’en faire de méme lors du concours. Le temps est précieux!
1l subsiste certainement quelques coquilles que vous pouvez signaler : email_math93@yahoo. fr

Partie I : calculs préliminaires

L
L 1.
. . s 201 — cost
L. 1. 1. Justifier ’existence de ’intégrale K = —2 di
0

R — R*

Notons f : 1—cost .
bt ft)=—5—

La fonction f est définie, positive et continue sur I’intervalle |0 ; 4o0].

e Eno.
On a en utilisant un développement limité de cosinus en O :

1 —cost 1 t2 3 1
T:t—2<1—<1—5+0(t )>> :§+0(t)

Donc . e
— oS
li =lim —— ==
lim f(t) = lim —5 5
. 1 —cost e
La fonction ¢t — —a est donc prolongeable par continuité en 0 sur le segment [0 ; 1] et, est
donc intégrable sur I'intervalle |0 ; 1].
e En +o0.
Ona
1 —cost

< 1+ |cost| <2

12 2

el ool 1101 = |5

2
Ort+— o) est intégrable sur [1 ; +oo[ d’apres le critére de Riemann, donc f est aussi intégrable

sur [1; +o0l.

e Pour conclure, la fonction f est intégrable sur |0 ; +o00| ce qui justifie I’existence de I’intégrale
K.

T 1 — cost
L’intégrale K = / 7 dt existe.
0
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A
t
L. 1. 2. Pour tout A > 0, justifier I’existence de I’intégrale D(A) = / % dt.
0
. sint . .
e La fonction t — — est définie et continue sur |0 ; +o0].
e De plus f est prolongeable par continuité en 0. En effet :
31 t <31 t Rt 0
lim 0 = lim TR 0 =1
t—0 t t—0 t—0

e Pour conclure :

sint

A
Pour tout A > 0, I'intégrale D(A) = / —~ dt existe.
0

L. 1. 3. Montrons que D(A) a une limite (réelle) quand A tend vers 400, égale a K.
Soient A et € des réels strictement positifs avec 0 < ¢ < A. On considere les fonctions u et v définies
sur le segment [¢; A] et classe C'! sur [e; A] telles que :

=1 i v=—gy A

Alors par le théoréme d’intégration par parties :

A A
int
/ %dt - / o (H)o(t) dt

A
= [l — [ o) a

B 1—cost A+/A1—costdt
N t . £2

€

{u’(t):sint ; u(t) =1—cost

t2

Ce qui nous donne I’égalité :

/Asintdt_1—cosA+cose—1+/A1—costdt )
.t A € . 12
Or: . 0
e lim cosem” im M:COSIO:—SinO:O
e—0 € e—0 e—0
1—cosA
li — =0
* At A

2
< — qui tend vers 0 quand A tend vers +00.

En effet pour tout réel A, 1

A

1—cosA‘

A .
Sin ¢
Pour tout A > 0, on a montré I’existence de 'intégrale D(A) = / % dt lors de la question I-1.2.
0

‘s . . . e T 1 —cost
De plus, on a montré a la question I-1.1., I'existence de 'intégrale K = 7 dt. Donc en
faisant (l1égitimement) tendre A vers +oo et € vers 0, I’existence de I’intégrale de droite (K') dans 1’éga-

1ité (1) implique celle de gauche et on obtient :

oo gint o0 1 — cost
lim D(A):/ ﬂdt:/ Sl gt = K.
A——+oo 0 t 0 t2

L. 2.
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R+—>R

L 2. 1. Justifier que ’application L : v oo L) = / oo q _tZOSt 1T gt est définie et
0

continue sur R, .

Nous allons appliquer le théoréme dit de continuité sous le signe intégrale.

[Théoréme 1 (de continuité sous le signe intégrale)}

On considere une application F': A x I — R ou [ et A sont des intervalles de R.

A —- R
Soit pour x un réel de I’intervalle A, I’application f : SN / F(a,t) dt
I )

(4 F' est continue par rapport a la premiere variable ;
[ F est continue par morceaux par rapport a la deuxiéme variable ;
d F vérifie ’hypotheése de domination c’est a dire qu’il existe une application
o : I — R, continue par morceaux, positive, intégrable sur I, telle que :
V(z,t) € Ax I, |F(z,t)| < ¢(t).

Si:

[ pour tout réel = de A, I’application ¢ — F'(x,t) est intégrable sur [ ;
Alors :  Tapplication f : Ao est continue sur A
PP ] oz — /F(:C,t)dt He sur 4.
I

Ry xR}y — R
Définissons la fonction F' : 1—cost _,. .
(z,t) = —s—e
t
e 1z +—— F(x,t) estcontinue sur R pour tout ¢t € RY ;
e ¢+ F(x,t) est continue donc continue par morceaux sur R pour tout z € R ;

e [ vérifie ’hypotheése de dommination :

Alors : 1 —cost
Ve >0,Vt>0, |F(z,t)] < —Z = f(t).

ol f est continue donc continue par morceaux, positive et intégrable sur R*.
d’apres la question L.1.1.

Le théoreme de continuité sous le signe intégrale permet donc de conclure que :

e '* dt est définie et continue sur R, .

01 —cost
La fonction L : x — L(x) = / %
0

L. 2. 2. Montrer que, pour tout réel a > 0, ’application L est de classe C? sur [a ; oo puis qu’elle
Pest sur [0 ; +o00].
Soit a un réel strictement positif.
{ Ry xRy — R
On reprend les mémes notations, F' : 1 —cost

z,t) —» ——— e’
t2

Nous allons utiliser le théoréeme de dérivation sous le signe intégrale.
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[Théoréme 2 (de dérivation sous le signe intégrale)]

On considere une application F': A x I — R ou [ et A sont des intervalles de R.

A —- R
Soit pour x un réel de I’intervalle A, I’application f : N / F(z,t) dt
I )

O pourtoutx € A, t — F(z,t) est intégrable sur [ ;

a e existe sur A x I, est continue par rapport a la premiere variable (x)
x

et est continue par morceaux par rapport a la deuxieme variable (t)
Si :
a . vérifie I’hypotheése de domination c’est a dire qu’il existe une application
15
¢ : I — R, continue par morceaux, positive, intégrable sur I, telle que :

V(z,t) e Ax I, 8—F(az,t) < p(?).
g

oF
O pour tout réel = de A, I’application ¢ — 8—(90, t) est intégrable sur [ ;
X
A —- R

F(z,t)dt

Alors : { [ Dapplication f : . o
I
/ oF
Vx € A, = [ —(x,t) dt.
e @)= [ G

est de classe C! sur A et

On vient de montrer a la question 1.2.1. que la fonction L est définie et continue sur R . En outre, on
obtient facilement que pour a > 0, I’application  — F(z,t) est de classe C2 sur [a ; +oo[ avec :

oF st — 1 0*F
a—x(.%',t) = % eitx et W(I’,t) = (1 — COSt) eitm

e Montrons que L est C! sur [a ; +00].

e pour tout x € R4, la fonction ¢ — F'(x,t) est intégrable sur R*_ d’apres la question 1.2.1;
cost —1
o I+ a—(m, t) = — e~ '@ est continue sur R, pour tout ¢ € R* ;
x

o t+— a—x(m, t) est continue donc continue par morceaux sur R’ pour tout x € R ;

oF
e — vérifie I’hypotheése de domination :

Ox

1 —cost
Ve>a>0,Vt>0, o8

oF _
a—x(ﬁﬂ,t) S f € ta — QDa(t)
ol ¢, est continue par morceaux, positive, intégrable sur R? .

En effet,

— Sur Pintervalle 10; 1] .
Ona:
cos0 — cost

lim ——————— —cos’0=—sin0 =0
t—0 00—t

www.math93.com / www.mathexams.fr 4/29


www.math93.com
www.mathexams.fr

Correction CCP - PC - Mathématiques 2 - Mai 2013

et donc
lim 4 (t) =0

La fonction ¢, est prolongeable par continuité en 0 et donc intégrable sur |0 ; 1];

— Sur Pintervalle [1 ; +oo[ .
Ona:

1-— t
Va>0,Vt>1,Oggpa(t):%e_t‘IgZe_m

Or la fonction ¢t — 2 e '@ est intégrable sur [1 ; +oo[ pour tout réel a > 0.

Pour conclure la fonction ¢, est intégrable sur R* et d’apres le théoreme de dérivation sous le
signe intégrale (théoréme 2), la fonction L est C'* sur [a ; +o0].

e Montrons que L est C2 sur [a ; +oco].
On applique le théoreme 2 a la fonction la fonction L'.

. OF : .
e pour tout z € R, la fonction ¢t — a—(x, t) est intégrable sur R* d’aprés ce qui précede ;
x
0*F .
o I+ W(m, t) = (1 — cost) e~ est continue sur R, pour tout t € R ;
2
o {+— W(m, t) est continue donc continue par morceaux sur R* pour tout x € Ry ;
2
° Fe) vérifie ’hypothese de domination :
X
O*F ~ ~
Vz>a>0,Vt>0, ﬁ(x,t) = |(1 —cost) e™™| < 271 =1 (t).
ol v, est continue par morceaux (car continue), positive, intégrable sur R7 .

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe intégrale (théoréme 2), la fonction L’ est C'! sur
[a ; +oo[. On conclut donc que pour tout @ > 0 :

La fonction L : z — L(x) = / 1 —cost

; 2 e " dt est C? sur [a ; +ool.

e Montrons que L est C2 sur |0 ; +ool.
Soit yo un réel de I'intervalle |0 ; +ool, alors en prenant a = % par exemple, yo € [a ; +oof et

donc L est C? en yq (avec a > 0).
La fonction L est donc C2 en tout g € [a ; +ool, de ce fait :

e ™ dtest C?sur]0; +ool.

La fonction L : x — L(x) = / %
0

De plus :

cost — 1
t

et dt

+oo
Vz €]0; +ool, L'(z) :/0

oo

Jr
Va €]0; +oof, L'(x) = / (1 —cost) e ™ dt
0
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I.2.3.

1 —cost 1 —cost

e Montrons que les fonctions fy : t — 2 et f1 11 +— — sont bornées sur

J0; 400l

— Limites en 0.
Un développement limité au voisinage de 0 de la fonction cosinus nous donne facilement
les limites en 0 des deux fonctions f; et fs.

t2 3
costzl——+o(t)

2
et donc
1t o) ¢ )
fl(t)_¥<5+o(t)>_§+o(t) (2)
1 [/t? 1
R0 = 3 (5 +0(®) = 5 +o00 G
de ce fait

. . 1
lim fi(t) =0 et im fo(t) = 5

— Au voisinage de 0.
x  Puisque la fonction f7 tend vers 0 en 0 on peut écrire que :

Ve >0, AN >0, Vt>0, ([t—0 < N. = |fi(t) -0 <¢e).
et donc
Ve >0, IN. >0, Vt >0, (t€]0; N = |fi(t)] <e).

En prenant £ = 1 par exemple, cela implique que la fonction f; est majorée par 1
sur Iintervalle |0 ; Np].

. 1 . S
x La fonction f5 tend vers 3 en 0 donc par un raisonnement identique :

Ve >0, dM, >0, Vi >0, <|75—0|§M6 -

1
fa(t) — 5‘ < 6) .
et donc

1
Ve >0, M, >0, Vt >0, (te]O;Mg] :>|f2(t)|§s+§>.

3
En prenant £ = 1 par exemple, cela implique que la fonction fo est majorée par 3
sur I’intervalle |0 ; M;j].
— Sur les intervalles [1/;; +oo| et [N1;+00].

«  Sur Iintervalle [IN7; +00[ avec N7 > 0, la fonction cosinus est majorée par 1 et la
fonction inverse décroissante donc :

1 —cost

e atoel . A0 = |2

< .
=N
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* De méme, sur I'intervalle [M; +oo[ avec M; > 0, la fonction cosinus est majorée
. .. .
par 1 et la fonction ¢ —— 2 décroissante donc :

1 —cost

R T

- Majoration sur |0 ; +o0].
Pour conclure,

1 —cost 3 2
Vvt €]0; ) = | —————~ M A I
€0 ool o A0 =| 7= < brae (§: 57 = o
. 1 3 2
—cost
vt €]0; +ool , |fot)] = ‘T < Mazx (5 ; W> = Ko
. 1 —cost 1 —cost ,
Les fonctions fo : t — — et fi:t+— — sont bornées sur |0 ; +o00].
o Etablir alors que les fonctions = — |z L'(z)| et z — |xL(z)| sont majorée sur R*.
1 — cost
On a montré a la question 1.2.2 que la fonction L : z — L(z) = / % e ' dt est C?
0

sur |0 ; +o0l.

- Pour z — |zL(x)|.

Pour tout réel x € R} :

11 — cost
lzL(z)| < x/ '% et dt
0
1 —cost . .. .
or fo:t— 7z est bornée sur |0 ; +oo[, positive, et majorée par Ko donc
+o00 +o0
lzL(z)| < . Koe ' dt = :U.Kg./ e 1 dt
0 0
or puisque
+oo —tzA
—e 1
/ e " dt = lim [ } =—
0 A—+o0 xr 0 xr
On a alors :

Ve e RY |, |xL(z)] < K»

- Pour x — |xL(x)|.
On a vu lors de la question 1.2.2. que :

0 cost — 1
Vz €]0; 4+oo|, L'(z) = / % e 1 dt
0

donc pour tout réel z € R :

)| <. +°°

1 —cost
t2

cost — 1
t

‘ e 1 dt

De la méme facon, puisque f1 : t — est bornée sur |0 ; +oo[ et majorée par

K7 on obtient :

Ve eRY , |aL/(z)| < K
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o En déduire les limites des fonctions L et L' en +oo0.
On vient de montrer que :

Ve e R, |zL(z)| < Ky et |xL’(x)| < K,

de ce fait pour tout z € R

et

On peut donc conclure que :

Les fonctions L et L’ tendent vers 0 en +o0. ‘

L. 2. 4. Pour tout réel = > 0, exprimer L”(z) sans utiliser d’intégrale.
On a montré lors de la question 1.2.2. que la fonction L était C sur 0 ; 4-o0| et que

+o0
Vz €]0; +oof, L"(z) = / (1 —cost)e ™ dt
0

par linéarité on obtient
+o0 +oo
L'(z) = / e ' dt — / coste " dt
0 0

or on a montré a la question 1.2.3 que

+oo —tz1A
—e 1
/ e ™ dt = lim = —
0 A—+oo x 0 x

On a alors
1 +oo
Vz €]0; +oof, L'(z) = — —/ coste ™ dt 4)
z 0
Or puisque cost = Re (eit) et que e % est un réel (car t et x sont réels),
on a alors
YVt >0 s VY E]O ; —|—oo[ ,COSt e_tx — Re (e—t$+it)
donc
00 A A .
/ coste " dt = lim coste ™ dt = lim Re (e "**) dt
0 A—+o00  Jo A—+o00 Jo
et donc

400 A )
/ coste ™ dt= lim Re </ e tetit dt> 5)
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A
t(1m
1 _ 1
1—m i—x
1
_|_
1

Calculons donc I'intégrale.

A
Re (/ —tx+it dt
0

(cosA+151nA)—1)>

2

( A‘T( zcos A +sinA) + z)

-1 > ((—zcos A)e 4 + (sin A) e " + )

Or pour tout z € R} et A € Ry

0< |(—m cos A) e_Ax‘ i — )|
A—+oo

Cela d’apres le théoréme des croissances comparées puisque x > 0.
De plus puisque z > Oona:

OSKSIHA) A$|<C_Axﬁ0
—+00

Pour conclure pour tout z € R* :

+o00 A ) T
/ coste ™ dt = lim Re / e @t gt | = . (6)
0 A—r+o00 0 1+ 2

11 suffit alors de réécrire I’équation (4) :

1
Vo €]0; +oof, L'(x) = — - ﬁ %

I. 2. 5. En déduire L' (x) pour tout 2z > 0 puis L(z) pour tout = > 0. Conclure que K = g

On a montré lors de la question 1.2.2. que la fonction L était C2 sur 0 ; +o0|, on va donc calculer L’
puis L par intégrations successives.
e Calculons L'(x).
On vient de montrer a la question 1.2.4. que :

1 x
Vz €]0; La)==-——

Par intégration on obtient L’ a une constante C' € R prés

Vz €]0; +oof, L'(z) =lnz — %ln (1+2%) +C

1 1

L'(x) = —ilngf2 - §ln (1 —|—w2) +C
1

L'(z) = —§ln (1 +m72) +C

Or on a vu 2 la question 1.2.3 que la fonction L’ tend vers 0 en +oo donc puisque

. 1 _
lim —iln(l—kx 2):0

T—r+400
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on conclut que la constante C' est nulle et de ce fait

V>0 L'(z)= —% In(1+27%). (8)

e Calculons L(x).
On considere les fonctions u et v définies et classe C'! sur R? telles que :

{u’(t):l ;ou(t)=x
o) = L'z) + o) = I'(x)

Alors par le théoréme d’intégration par parties :
/1.L'(m) dz = /u'(t)v(t) dt
= [u(z)v(z)] — / w(z)v' (z) dt
= [z.L/(z)] — / x. L' (x) dt

2
X _ X
:—iln(1+x2)—/1—1+x2dt
2
__ 7z -2\ _ x
= 2ln(1+x ) x+/1+x2dt

Or on obtient facilement 1’intégrale de droite a une constante réelle C' pres

2 2
1 1
/ z dt:/Ldt
14 22 1+ 22

—/1 LY
N 1+ 22

=g — arctanz + Cy

on a donc .
V>0 L(x)= —3 In (1 + x_Q) —arctanzx + Cy

Or on a vu a la question 1.2.3 que la fonction L tend vers 0 en +oo donc puisque

1
-2y _ -2 -2\ _ ,.—1 -1\ .
cln(l+27%)=z(z%4+0(@ 7)) =2""+o(z )xﬁﬂox
on a .
. T -2\ _
Jm, g (t+e7) =0
et puisque
. m
lim arctanx = —
z—+00 2
on conclut alors que la constante C'y est T et de ce fait
x 9 f
Ve >0 L(x):—ﬁln(l +z )—arctanx+§. )

e Calculons K = L(0).
On a montré a la question 1.2.1. que la fonction L était continue sur R donc

lim L(x)=L(0) =K

z—0
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11 reste a calculer cette limite. On a

1 2
vm>0;mnu+x4):mm< +f>
x

=zxln (1+x2) —xln (xQ)

or le premier terme tend vers O quand x tend vers O et pour le second terme, d’apres le théoreme
des croissances comparées

Au voisinage de 0, [lnz| =0 <x6> VB <0

donc
lim zln(z°) =lm 2zln(z)=0
z—0 z—0
pour résumer on a
i -2
arctanz —— 0 (11)
z—0

(12)

et donc puisque

Ve >0 L(x)= —gln (1 —|—:r3_2) — arctan x + g

on a

lim M@:um:K:g

z—0

On a ainsi déterminée L sur R

T

L(z) = 2

In (1—{—30_2) —arctan:v—{—g ,x >0
g ,z=0

L 3.

. ) Inu
L 3. 1. Justifier que la fonction u —

T est intégrable sur |0 ; 1[.

u —

La fonction © —

nu . . L
1 est définie et continue sur 0 ; 1], elle est donc intégrable sur tout compact de
u J—

cet intervalle.

e Etudeen 0.
On a I’équivalence au voisinage de 0

est

1
or la fonction v — |Inu| est intégrable sur ] 0; 5} donc la fonction (positive) u —

. 1 . . .
intégrable sur } 0; 5} par théoréme de comparaison de fonctions positives.

e Etudeenl.
On a en reconnaissant le taux d’accroissement de la fonction v — Inu

1 Inu —1Inl
lim —% = Jim T =1
u—=1l u—1  u—l u—1
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u—1

1
I’intervalle [5 ;1 [

Pour conclure, on a bien montré que
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La fonction u —

u —

nul est intégrable sur |0 ; 1].

1
L 3. 2. Pour tout k£ € N, justifier ’existence et calculer / u* Inu du.
0

o Existence.
Soit k£ un entier naturel, alors

vuelo; 1],Vk €N ‘uklnu‘ < |Inyl

est donc prolongeable par continuité en 1 et est donc intégrable sur

or la fonction u — |Inwu| est intégrable sur |0 ; 1[, donc par théoréme de comparaison de

fonctions positives, la fonction (positive) u — u* In u est aussi intégrable sur 0 ; 1[.

e Calcul.

On considere les fonctions w et v définies et classe C'* sur |0 ; 1] telles que :

Alors par le théoreme d’intégration par parties, pour tout €

w'(u) =u

v(u) =Inu

s
’ w(u)_k+1
RUORE
’ u

€l0; 1[:

1 1
/ uF Inw du = / w'(u)v(u) du
£ £

donc pour tout k£ € N

de ce fait

1
wlepo)! - [ ' d

k+1 1 1, k+1 1
= [u lnu} —/ v x —du
£ g

E+1

k+1 wu

6lc—i—l | /1 uk; q
= — ne — u
E+1 e k+1
ch+1 1 uF1t
= — Ine —
kE+1 E+1k+1],
1 1
=—— (sk“ lne) - <1 — €k+1>
kE+1 (k+1)
or d’apres le théoréme des croissances comparées
Au voisinage de 0, [lnz| =o <x6> VB <0
lim " 'lne=0
e—0
1 1 1
Vk € N, / vFlnu du = lim uklnudu:—i2
0 e—0 e (k; + 1)
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L 3. 3. Grace a un développement en série de

pour u €]0 ; 1] et en précisant le théoréeme
u

e e . Unu = 1
utlllse, Justlﬁer que: ) u— 1 du = ]CZO m
e Développement en série.
Pour tout u €]0 ; 1]
1 XX
_ k
1—u Z u
k=0
En posant pour tout entier £k € N
f 0;1] — R
k u = fe(u) = —InuuF

on a donc

On va donc chercher a intervertir les symboles somme et intégrale.
e Interversion.

[Théoréme 3 (d’intervertion somme et intégrale)}

On consideére une suite d’applications (f,),,cy de I dans R ot I est un intervalle non vide et non
réduit a un point de R.

(O pourtoutn € N, f, est continue par morceaux et intégrable sur [ ;
+oo

a Z fn converge simplement sur [ ;

n=0
“+00

a g fn est continue par morceaux sur [ ;

n=0
+oo

0 Z / | fru| converge.
n=0"1

+o0
a Z fn estintégrable sur [ ;

n:0+oo oo
SR R=R A SFAES DY ATE
I n=0 n=0 I
+o0 +o0
2 [Yh=) [#
\ In:O n=0 I

Si:

On va donc chercher a appliquer ce théoréeme.

— Pour tout n € N, les fonctions v — f,(u) = —Inwu.u™ sont positives continues par
morceaux et intégrables sur I'intervalle |0 ; 1[ d’apres la question 1.3.2;

— on a convergence de la somme sur |0 ; 1] car

= Inu
Z fn(u) =
n=0

u—1
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Inu

+oo
- lafonction v —» Z fulu) = 1 est continue par morceaux sur |0 ; 1[;

n=0
— en outre toujours d’apres la question 1.3.2

1 1
1
wdu=— | hhuufdu=——
et de ce fait puisque pour tout k& € N, fj est positive sur |0 ; 1]
oo 1 oo 41
> [ ihwldu=3" [ futu) du=
k=070 k=070

2
. . s
qui converge comme somme de Riemann vers —.

—+00

1
2 TP

k=0

On peu donc conclure d’apres le théoreme d’intégration terme a terme que :

I'nu = 1
du = -
/Ou—l B kzzo(k+1)2

Partie II : étude de quelques suites d’intégrales
1L

IL. 1. Rappeler avec précision le théoreme de convergence dominée.

[Théoréme 4 (de convergence dorninée)}

On considére une suite d’applications ( f,),,cy de I dans R ot I est un intervalle non vide et non
réduit a un point de R.

(  pourtout n € N, f, est continue par morceaux sur [ ;
O (fn) converge simplement sur I vers f
Si - (d  f est continue par morceaux sur /
] O f, vérifie 'hypothese de domination c’est a dire qu’il existe une application
¢ : I — R, continue par morceaux, positive, intégrable sur I, telle que :
k V(n,z) € N x I, |fula)| < ¢la).

d VneN f,estintegrable sur [
Alwia o O  f est intégrable sur I et

= /1 f(@)dz = lim /I fo(@) dz

n—-+00

IL 2.
IL. 2. 1. On consideére ici une application continue f : [0 ; +0o[— R.

1
Pour tout n € N, on pose [,, = / f(t") dt. Déterminer lim I, .
0 n—-+o0o

Posons alors g, (t) = f (t")

e Pourtout n € N, g, est continue par morceaux (car continue) sur / = [0 ; 1] comme composée
de fonctions qui le sont ;
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e (gn) converge simplement sur I = [0 ; 1] vers g définie par

) siteo; 1]
g {f(l) sit=1

En effet
sit=1 lim t"=1

n—-+4o0o
et
Vte[0; 1] lim t"=0

n—-+4o0o

et par continuité de la fonction f, la suite (g,,) converge simplement sur / = [0 ; 1] vers g.
e g est continue par morceaux sur / = [0 ; 1]

e g, vérifie I’hypothése de domination.
La fonction f étant continue sur le compact I = [0 ; 1], f y est bornée par une constante réel K

dK eR, Vze[0;1] |[f(zx)] <K

de ce fait puisque
Viel0; 1] t"el0; 1]

on a
VneN, Vte[0;1] |ga()l=[f (") <K

or la fonction ¢ :t — ¢(t) = K est intégrable sur [0 ; 1].

Il existe donc une application ¢ : I = [0; 1] — R, continue par morceaux (car continue),
positive, intégrable sur [0 ; 1], telle que :

V(n,t) € N x[0; 1], |ga(t)] < #(t) = K.
On peut donc appliquer le théoréeme de convergence dominée, (théoréme 4) qui implique que :

0 VneN g,estintegrable sur [0 ; 1]
4 gest intégrable sur [0 ; 1] et

DL/(dt tim /%

or

donc

1
lim I, = lim /Of(t")dt:f(o).

n—-+4o00o n—-+4o0o
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f(w)

IL. 2. 2. On suppose ici de plus que u — ——= est intégrable sur |0 ; 1]. Déterminer lirf nly.
u n—-o00
On cherche donc a déterminer :

1
lim nl,= lim n/ f")dt
0

n—-4o0o n—-+4o0o

[Théoréme 5 (de changement de Variable)j

Soient (a ; b) € R%, ¢ : [a; b] — R de classe C* sur [a ; b].
Soit f une fonction continue sur I O ¢ ([a ; b]).
Alors :

b
") dt = u) du
/af(so(t))w(t)t / f (@)

On dit qu’a a effectué le changement de variable u = ¢(t).

Posons donc pour n € N*, ¢ { 0 11 : 5(;)1]_ i qui est de classe C! sur [0 ; 1] avec
(1) =nt"!

Soite €]0; 1].ona

puis par application du théoréme de changement de variable (théoreme 5)

n/lf(t”)dt:/:¥xu1/"du

or quand ¢ tend vers 0 le terme de gauche tend vers nl,, on a donc

1
Vn € N* n[n:/ qul/”du
0 u

Posons maintenant h,, (u) = flw) x ult/™,
u

On va chercher a appliquer le théoreme de convergence dominée (théoréme 4).

e Pour tout n € N*, h,, est continue par morceaux sur [ =0 ; 1];

e Lasuite (hy,) converge simplement sur [ =]0; 1] vers h : u — fw)

i

en effet pour v €]0 ; 1], la fonction  — u® = e®™*, est continue en 0

Vu €]0; 1] lim un =0 =1

n—-+o0o

www.math93.com / www.mathexams.fr 16/29


www.math93.com
www.mathexams.fr

Correction CCP - PC - Mathématiques 2 - Mai 2013

et donc
Vue€l0o; 1] lim h, = lim fO) am Z FW) h(u)

n—-+oo n—-+4oo u u

e La fonction h est continue par morceaux (car continue) sur I =0 ; 1]

e |, vérifie ’hypothése de domination :
Ona:

Vu €]0; 1],Vn € N*  |hy(u)| = ‘M x ul/m

or d’apres les données de la question I1.2.2, I’application v — est intégrable sur |0 ; 1].

u

Donc il existe une application ¢ :]0 ; 1] — R, continue par morceaux, positive, intégrable sur
105 1], telle que :

V(n,u) € N*xJ0; 1], [ha(u)] < o(u).

Le théoréeme de convergence dominée permet donc de conclure que les fonctions h,, sont intégrables sur

10; 1] et que
1 1
lim nl,= lim /qul/"du:/ Mdu
0o U o u

n—-+o0o n—-+o0o

IL. 2. 3. Application 1 :
1
Déterminer un équivalent quand n — +oo de / sin (t") dt (grace a une intégrale).
0

0;1 — R

. on va vérifier que les hypotheses sont vérifiées.
u — sinu

En posant f : {

e Lafonction f est continue sur R donc sur [0 ; 1];

flu)  sinu

e lafonction u —» ——= = —— est intégrable sur |0 ; 1] car continue sur |0 ; 1] et prolongeable
par continuité en 0. " B
En effet ) ) )
lim 2% = Jim sihu = sin0 =sin'0 =cos0 =1
u—0 u u—0 u—0

On peut donc appliquer le résultat de la question 11.2.2 soit

lim nl,= lim n/olf(t")dt:/olwdu

n—-+oo n—-+4oo u

donc

1 1
lim n/ sin (t") dt = / sin (u) du
0 0

n—-+4o0o

sin (u) sin (u)

du est non nulle et

1
or la fonction © — est strictement positive sur |0 ; 1] donc /
0

soit
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1 1
1
/sin(t”)dt - —/ Mdu
0 n—+oo N Jq u

IL. 3. On considére maintenant que f : [0 ; +oo[— R est une application continue et intégrable sur
R,.
II. 3. 1. Soitn € N.

+o0
Grace a un changement de variable approprié, justifier I’existence de A4,, = / f (") dt.
1

[1; +o0o] — R

P o) = qui est de classe C'! sur [1 ; +oo[ avec

En posant ¢ : {

Soit N > 1.ona

/1Nf(t")dt=

/1N Fle®) L) dt
/1N (f(@(t)) " t) < (1) dt

puis par application du théoréme de changement de variable (théoreme 5)

/Nf(tn)dt: an(u) 1
1

Sl— 3|~ 3|+

1 1/n o |
— —— xu/"du=— f(u) xun™" du
nJi u nJi

on a )
Vu e [15 +oolvn >0 |f () x unt| < |f(w)

. o PR . . 1
or la fonction f est intégrable sur R, donc par théoréme de comparaison, la fonction v — f (u)xun "

est aussi intégrable sur [1 ; +oo[ et de ce fait
N?’L

lim f(u) x untdu  existe
N*)‘I’OO 1
et donc
N™ 400
lim f(") du= f(t") du existe

N—+o0 1 1

+oo
L’intégrale A,, = f (") dt existe

1

IL. 3. 2. Déterminer lirf nA, (grice a une intégrale que I’on ne cherchera pas a calculer).
n—-+0oo

On a montré a la question 11.3.1 que

+oo +oo 1
nA, =n f@")dt = (u) x un "t du
1 1

On va donc chercher a appliquer le théoréme de convergence dominée (théoréeme 4).

Posons hy,(u) = f (u) x unL,

On va chercher a appliquer le théoreme de convergence dominée (théoréme 4).
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e Pourtout n € N*, h,, est continue par morceaux sur [ = [1; 4o0[;

f(u)

e Lasuite (hy,) converge simplement sur I = [1; +oof vers h : u — —=
u

en effet pour u € [1 ; +o0|, la fonction  — u® = e** est continue en 0

i

Vu €]0; 1] lim we =ud =1

n—-+4o0o

et donc
Vu€]0; 1] lim h, = lim Q) x ut/m = ) = h(u)

n—-+o0o n—-+o0o u u

e La fonction A est continue par morceaux (car continue) sur I = [1 ; +o0o[ comme composée de
fonctions qui le sont ;

e h, vérifie ’hypothése de domination :
Ona:

Vu € [15 +ool,¥n € N*  [hn(u)| = |f (u) x un 1| < |f(u)] = p(u)

or d’apres les données de la question II.3, I’application u — f(u) est intégrable sur [1 ; +o0|.

Donc il existe une application ¢ : [1; +o00[— R, continue par morceaux, positive, intégrable
sur [1 ; +oo], telle que :

V(n,u) € N* x [1; +ool, |hn(u)| < @(u).

Le théoréme de convergence dominée permet donc de conclure que les fonctions h,, sont intégrables sur
[1; 400 et que

) ) +o0 +oo 1 +oo (u)
lim nA4, = lim n/ f")dt = / fu) xun™" du= / 2 du
1 1 1

n—-+o0o n—-+o0o u

soit

+oo
lim nA4, = / ﬂ du
n—-+4oo 1 u

II. 4.
A
IL. 4. 1. Pour tout n € N,n > 2, et tout A > 1 on pose C), (A) = / sin (¢") dt.
1

Grice a un changement de variable et une intégration par partie, exprimer C,, (A) en fonction de

An

1 —cosu

/ fxu%dtetdezﬁl.
1 u

Pour toutn € N,n > 2, o9 : {

Soit A €]1; 4o0[.ona

tn n
()
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puis par application du théoréme de changement de variable (théoreme 5)

A" . An
Cn(A):l/ wxu”"du:l/ sin(u)xuifldu
1 1

n u n

Pour tout n € N,n > 2, et A > 1, on considere les fonctions w et v définies et classe C! sur [1 ; +oo]

telles que :

{ w'(u) = slinu ;o wu) =(1- cosu)1
v(u) =unt 5 V(u)= (L —1)un?

Alors par le théoréme d’intégration par parties :

— sin (u) x un~" " du = — w'(u)v(u) du
1 1

= ()"~ / " ! () di
1 ) -
:% [(1—cosu)><u%_1]j1 —%/1 (1 —cosu) x (%—1) un~2 du

donc pour toutn € Nyn > 2, A > 1

1 1 1/1 A" 1 — cos
Cp(A)=—(1—-cosA™) x A" — —(1—cosl) —— = —1 / SO un du
n n n\n 1 u?

IL. 4. 2. En déduire que C), (A) a une limite quand A tend vers oo, prouvant I’existence de
+oo

/ sin (t") x dt.
1

e Onapourtout A>1letn>2soitn—12>1

2

— 0
A=l Ao

[(1—cos A™) x AT < 24" =

e depluspourtoutu > letn > 2

2 2
< =

>
urw T u

1 —cosu 1
0<|——— X un

<

3
2

: 2 o . o
or pour u > 1, la fonction u — — est intégrable sur [1 ; +o0o[ par comparaison aux intégrales

uz2
de Riemann (car % > 1).
On a donc pour n > 2
. A" 1 — cosu 1 T 1 — cosu 1
lim 72><Undu: 72><Undu
A—+o0 1 u 1 U

de ce fait

A
L’intégrale C,, (4) = / sin (¢") dt a une limite finie quand A tend vers +oco.
1

soit

+oo
Pour tout n > 2, 'intégrale / sin (") dt existe.
1
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IL. 4. 3. Application 2.

—+oo

n—-+oo

Déterminer lim n / sin (") dt grace a K calculée en I-2.5 .

1
On peut grace a la relation de Chasles écrire

“+o0 1 “+oo
n/ sin (t") dt = n/ sin (t") dt + n/ sin (") dt (13)
0 0 1

1
Pour n/ sin (") dt.

0
On a d’apres la question 11.2.3

1 1 n
lim n/ sin (¢") dt = / sin (u”) du
n—-+oo 0 0 u

Or d’apres la question 1.1.3

sint

A
D(A) :/0 ——dt

et 1’égalité (1) de cette question I.1.3 nous donne pour tout £ > 0, A > 0

Agint 1—cosA cose—1 A1 _ cost
dt = + + —dt
.t A € . t2

On a montré alors I’existence des différents termes et que

1 1
Sin ¢ 1 —cost
D(l):/ %dtzl—cosl—i—/ L
0 0

$2
donc on a
1 1
1 — cost
lim n/ sin(t")dtzl—cosl—i—/ — (14)
n—+oo 0 0 t

400
Pour n/ sin (") dt.

1
On a montré lors de la question 11.4.1 et I1.4.2 que pour toutn € N;n > 2, A > 1

1 1 1/1 A" —
Cn(A):—(l—cosA")xAl_”——(l—cosl)——<——1>/ ﬁxu%du
n n n\n 1 U

et

A
L’intégrale C,, (4) = / sin (¢") dt a une limite finie quand A tend vers +oo.
1

+o0 1 too 1 _ -
n/ sin(t")dtzcosl—l—(——1>/ OB un du
1 1

n u?

on a donc

On va alors chercher a appliquer le théoréme de convergence dominée (théoréeme 4) a la fonction

[1; 400 — R
fn: 1 —cosu 1

u = fo(u) = ——5— Xun
u

pour tout n € N, f,, est continue par morceaux sur [ = [1 ; +o0];
1 —cosu

la suite (f,,) converge simplement sur [ = [1 ; +oo| vers f : u — 5

U
f est continue par morceaux (car continue) sur [ = [1; 400]

fn vérifie I’hypothese de domination :

(I Iy Wy W
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Pourtoutn > 2etu >1
1 —cosu
o] = |2

: 2 o
or la fonction u — — est intégrable sur I = [1 ; +oo[
uz
Donc il existe une application ¢ : I — R, continue par morceaux, positive, intégrable sur I,

telle que :
V(n,u) € N x I, |fulu)] < plu)
On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée (théoreme 4) :
+o0 T 1 —cost
lim n/ sin (t")dt =cos1 —1+ / (2308 dt (15)
n——+00 1 1 t
(16)

s
2

Et donc en remplagant les égalités (14) et (15) dans la relation (13)
$2

+00 too 1 _ 5t
/ sin (") dt = / Ol gt = K
0 0

lim n
n—-+o0o

Partie III : étude de séries de fonctions

+oo

n=1

II1.
III. 1. Un premier exemple.
IIL 1. 1. Pour tout € ] — 1 ; 1[, calculer F'(x) = Z x™ ainsi que F’(x)

On a pour tout entier N > 0 la somme des N premiers termes d’une série géométrique

[}
Zx”:x 1—2x

(7)

e Etdonc par passage a la limite puisque z € | — 1 ; 1]
400 o
Vee|—-1;1] F(z)= "= .
vel-1i1l Flo)=3a"= 2

e La série entiere E x", de rayon de convergence 1, est C* sur | — 1 ; 1[ et la série entiere dérivée

+o0
n=1
a méme rayon de convergence donc
+00 1
Voe]-1;1 Fla)=>» na"'=—-. (18)
n=1 (1 o .%')
2 . . . _ . . ’ . _ 2
IIL. 1. 2. Determlnonsalcl_% F(m),alc1_>rri (1—x)F(x), ;1_>ml (1—x)F'(x) etalc1_>m1 (1—x)“F'(x).
<l <l <l <l
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e On a facilement

lim F(z)= lim = +o0
z—1 z—1 1—=x
<1 <1

e Pourtoutz €] —1; 1, (1 —z)F(x)=xdonc

li — =
lim (1—-2)F(x)=1
z<1

1
e Pourtoutze]|—1;1[,(1—a)F'(z) = l donc
— X

I —2)F'(z) =
lim (1—-2)F'(z) =+00
<1

e Pourtoutz €]—1; 1], (1—x)%F'(z) =1donc

lim (1—2)*F'(z) =1

z—1
<l
I1L. 2. Un deuxiéme exemple.
+oo x”
Dans cette question, pour tout z € | — 1 ; 1|, on pose cette fois : F'(x) = Z
—l—x"

IIL. 2. 1. Soit a € | — 1 ; 1[. Prouver la convergence normale de cette série de fonctions sur le
segment [—a, a]. En déduire que F est définie et continue sur | — 1 ; 1J.

Convergence normale de cette série de fonctions

Notons
]-1;1 — R
fn: "
T fn(x)zl—x”
alors on a pour tout @ €]0; 1[etn > 1
x™ a”
O T e e

or pour a €]0; 1], 1a série

+o0
g a™ converge et donc

1-a
n=1
+oo n
La série F(x) = Z [ converge normalement sur [—a,al, |a|] < 1.
n=1
Continuité.
xn
e Pour tout entier n > 0, les fonctions x — f,,(z) = sont continues sur | — 1; 1[;

1—2zn

+o00
e Lasérie Z fn(x) converge normalement sur tout compact de | — 1 ; 1].
n=1
Donc par théoreme,
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+00 n
La fonction F'(z) = Z — est définie et continue sur | — 1 ; 1[|
n=1
L. 2. 2. .
e Montrer que, pour tout z €]0 ; 1[et toutn € N*ona —— < n.
—x
Pour tout z €]0 ; 1] et tout n € N*
| _gn N1 N-1
b < 1% =
1—2
k=0 k=0
soit
L 1—=z"
Vx €]0; 1[,Vn € N 1 <n (19)
—x
e Endéduire lim F(x).
r—1
<1
Pour tout x €]0 ; 1] et tout n € N*
n
" o
1—2am —
donc en passant a la somme
+o00
Vz €]0; 1] Zl—:c” _Zx
n=1
or on a vu a la question II1.1.2 que
li "=
Iy S0 o
r<l n=1
donc par comparaison
+o0 o
iy o) =l 3 g5 = o0 @
z<1 z<1l n=1
e Puis ;}l_)H} (1 —x)F(x).
xr<l
On a pour tout z €]0; 1]
+00 2" +00

<1—x>F<x>=<1—w>Zl_xn—Z S
n=1

or d’apres I'inégalité (19) prouvée a la question I11.2.2

Vz €]0; 1[,Vn € N*

donc

(1—-x)F Z—: In(1 — x)
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or
lim —In(l—2)=+o00
z—1
<1

donc

lim (1—2)F(z) =400 (21)
72l

IIL. 3. Dans cette question, f est une application réelle continue et croissante sur [0 ; 1[avec f(0) =0
f(w)

et telle que v : —— —— soit intégrable sur |0 ; 1].
u
Soit z €]0; 1].

e L[ f(u)
IIL. 3. 1. Justifier existence de G (z) = / f(2') dt et égalité G(z) = —— / —— du.
0 0

Inz U

Pourz €]0; 1[,e > 0et B > ¢.

Posons donc ,

qui est de classe C! sur [¢ ; B] avec

@' (t) =Inz x ™% = Inzp(t)

onapourz €]0; 1]

B B .’Et
/e f)de= | h{aggp()t) x /(1) dt

1 [B <f(90(t))> x (1) dt

Tz, \ o)

puis par application du théoréme de changement de variable (théoreme 5)

/Bf(:rzt)dt:i ' Mdu

Inz /.. U

or puisque z €]0; 1[ona lim P = Oetlim z° = 1 et puisque d’aprés les données de cette
B—+o0 e—0

f(u)

question, f est une application telle que u : — soit intégrable sur |0 ; 1], on a

G(z) = /OJroof (z') dtexiste et G(z) = —ﬁ/gl @ du (22)

II1. 3. 2. Pour tout n € N*, justifier ’encadrement :
n+1 n
[ rahasren s [ faa
n n—1

Pour tout n € N*, 2 €]0; 1[ett € [n; n+ 1]

anrl < CCt < "
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et puisque la fonction f est croissante sur [0 ; 1]

f (™) < f(2') < f(a™)

et en intégrant entre n etn + 1

n+1
£zt < / f(a") dt < f (2™

etdonc sit € [n — 1; n], on obtient facilement de la méme fagon

fa") < /: fat)dt< f (")

soit pour conclure

n

/nnﬂf(xt) dtgf(m")g/ f(z") at

n—1

+o0o
IIL 3. 3. En déduire I’existence de F'(z) = Z f (z™), ainsi qu’un encadrement de F'(x) par deux
n=1

intégrales dépendant de x.

La fonction f est croissante avec f(0) = 0 donc elle est positive sur [0 ; 1[. Pour z €]0 ; 1], pour tout
entier n > 1 onaxz™ €]0; 1] et donc en sommant pour n de 1 2 N dans I’inégalité de la question I11.3.2

N N
OS;f(:v)S/O f(at) dt

On a justifié I’existence de G(x) a la question IIL.3.1 ainsi que 1’égalité

400 1 u
G(x):/o f(xt)dt:—ﬁ/o %du

et puisque f est positive
N N +o00
0§Zf(m")§/ f (2 dtg/ f (2 dt
n=1 0 0

N
La suite Sy = Z f (™) est donc croissante (f est positive) et majorée donc convergente donc
n=1

+o00
F(x) = Z f (z") existe
n=1

De méme en sommant pour n de 1 a N dans la premiere inégalité de la question I11.3.2

n+1
/ f(z") dt < f(a™)
on a

N+1 N
/1 flaf)de <> f (™)
n=1
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puis en faisant (légitimement) tendre IV vers +oo

400 “+oo —+o00
/ Faf)dt <> fa") =F(z) < / f (=) dt (23)
1 — 0
: : )
IIIL. 3. 4. Conclure avec soin que : hm1 (1—-2)F(x) = / “u du.
<1 0

En utilisant le résultat de la question II1.3.2

G(x):/OJroof(xt) dt = —— M

lnxo u

on peut réécrire 1’inégalité (23) de la question 111.3.3

1 +00 +o00
G(w)—/of(x)dt:/l f(ac)dtSF(:U)g/O f(z') dt = G(x) (24)

et donc en multipliant par (1 — x) > O car z €]0; 1]

1
(1—-=x) (G(w) - /0 f (") dt) <(1—-2)F(z) <(1—-2)G(x) (25)

or

e Calculons lim (1—2)G(z)
=1~
D’apres la question I11.3.1

— X 1 u
(1—2)G(x) = —1—/0 FW 4,

Inz U
or
Inx :lnx—lnl 11
l1—=x r—1 z—1
donc .
1_
(1 )Gl x/ (u [
Inx a=1 Jo u
et

- _ [
ml;r{l_ (1—-2)G(x) —/0 " d

e Calculons la limite du premier terme de I’inégalité (25).
En effectuant le changement de variable ¢(t) = x' comme lors de la question II1.3.1, on obtient

(1—:6)/01f( _xln—xl/ )

Inz B Inz—Inl

or on a vu que

Inl1=1

11—z rz—1 z—1
et de plus, I’intégrale étant continue comme fonction d’une de ses bornes on a

/fd—>0

rz—1~
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pour conclure

1
lim (1—:13)/0 f(=)dt=0

rz—1—

mlg?_ (1—x) <G(:c)—/01f(:vt) dt> :/Ol¥du

Dans 1’inégalité (25) du début de cette question, les deux termes encadrant (1 — ) F'(x) tendent
vers la méme limite quand x tend vers 1, donc par théoréeme d’encadrement (ou des gendarmes) :

et donc

e Bilan.

Vfu
lim (1—x)F(:U):/O %du

r—1—

III. 4. Un dernier exemple.

—+o0
Pour tout x €] — 1 ; 1], on pose enfin cette fois : F'(x) = — Z In (1 —2™).
n=1

I11. 4. 1. Montrer que F est définie et de classe C' sur | — 1 ; 1] et exprimer sa dérivée sous forme
d’une série de fonctions.

Posons pour z €] — 1; 1], fp(x) = —In (1 — 2™).
On va chercher a appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme.

[Théoréme 6 (de dérivation sous le signe somme)]

On considére une suite d’applications ( f,,),,c de I dans R ot I est un intervalle non vide et non
réduit a un point de R.

(3 pourtoutn € N, f, est de classe C! sur I ;
+oo
a Z fn converge simplement sur / ;
n=0
+oo

a Z f/, converge uniformément sur tout segment de [ ;
n=0

Si:

+o0
a Z fn converge uniformément sur tout segment de [ ;
n=0

400
Alors: { O Z fn est de classe C'! sur I ;
n=0

—+o00 ! —+o00
a <§E:fﬁ> ::zz:f%;
n=0 n=0

e Pourtoutn € N, f, estde classe C! sur I =] — 1 ; 1[avec
n—1
fal@) =
+00
o Z fn converge simplement sur [ ;
n=0
Va €]0; 1, Ve € [—a; al |fo(x)]=]-In(1—-2")|<In(1+a") <a"
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en effet
Vy>0 In(l+y)<y
+oo
or . ~a" converge pour |a| < 1 donc par comparaison de séries positives, Z fn converge
n=0

simplement sur /.

Remarque : On a aussi pour tout @ €]0; 1[, In(1+ a™) 20 @
n——+00

n

e Poura€]0; 1[ona

n—1 n—1

na na
voela;a |fi@)] < <

or la série g na™"* converge pour a €]0 ; 1[ car c’est la série dérivée de la série entier g a”

qui est C>° dans son disque de convergence de rayon 1. La série dérivée a en outre méme rayon
de convergence.

+o00
Il y a donc convergence uniforme (car normale) de la série Z f/ sur tout segment de I.
n=0
Le théoreme 6 s’ applique donc et de ce fait
+oo
F(z) = —Zln (1 — 2™) est définie et de classe C! sur] —1; 1]
n=1
too net—1
tVee]—1;1 F(x)=
tVod -1l Flo)=3 -

I Inu
IIL 4. 2. Grace au I11.3.4, montrer que lim (1 — z)F(x) = / —— du étudiée en 1.3.
z—1 o u— 1
<1
Posons pour z € [0; 1], f(z) = —In(1 — ).
Prouvons que les données nécessaires a 1’application de la partie I11.3 sont vérifiées.

e La fonction f est réelle , continue et croissante sur [0 ; 1].
En effet f est dérivable comme composée de fonctions qui le sont et

re0;1] f(z)= >0

Donc f est croissante sur [0 ; 1]

fw) _ —In(1 —u)

e [ application u — = est intégrable sur |0 ; 1[ d’apres la question 1.3.1 et de

u u
1 1
1
0 u 0 t—1

Les données nécessaires a I’application de la partie III.3 sont vérifiées donc

plus

1
1
lim (1-z)F(x) :/ =% du
<l
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