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un corrigé

I. Une norme sur S,(R).

I.1.1 Pour que g4 soit bornée et atteigne ses bornes sur €, il suffit que g4 soit continue (ce qui
est vrai par théoréemes d’opérations puisque g4 (z) = 215 k<n ajxr;ry) et que €2, soit compact
(fermé borné en dimension finie; le caractere borné est immédiat et le caractére fermé provient
de la caractérisation séquentielle des fermés avec la continuité de la norme par exemple).

[.1.2 Soit A une valeur propre réelle de A. Il existe alors x non nul dans R” tel que Ax = Az.

Posons y = Hi—”; c’est un élément de €, et ga(y) = Hg:1||2 (Az|z) = Hz1||2 (Az|z) = A. Ainsi

X € qa(Qy) = [ma, Ma] et on a montré que

RN Sp(A) C [ma, Ma]
[.1.3 A étant triangulaire, on lit les valeurs propres sur la diagonale :

Sp(4) = {2}

Par ailleurs q(x1, z2) = 227 — x129 + 222 et
1
VO € R, q(cos(0),sin(f)) = 2 — cos(#) sin(d) = 2 — 5 sin(26)
Comme sin(26) décrit [—1, 1] quand 0 parcourt R, on en déduit que

q4(22) = [3/2,5/2]

[.2.1 Si y est non nul, on peut poser z = y/|y|| et remarquer que puisque z € Qp, qa(y) =
ly||2ga(z) = 0. Comme g4(y) = 0 de maniere directe on a montré que

Vy € R", qa(y) =0

1.2.2 Par bilinéarité du produit scalaire, ga(y + 2z) = qa(y) + qa(z) + (Ay|z) + (Az|y). Avec la
question précédente, on a donc

0=qa(y + z) = (Aylz) + (Azly)

1.2.3 De facon générale, (Ay|z) = > 1< r<p 2j@j kY- Sion note (er, ..., €,) la base canonique de
R, on a donc (Aeyley) = ay, (ce que l'on peut aussi voir en disant que (Aeyle,) est la v-ieme
coordonnée de Ae, puisque la base canonique est orthonormée). Avec la question précédente,
on a donc

V(u,v) € [1,n], ayy+ apy =0

et A est donc antisymétrique.
[.3 Soit A € S, (R).
Si A = (0) il est immédiat que Vo € R™, g4(x) = 0 (et c’est a fortiori vrai sur 2,,).
Réciproquement, si g4 est nulle sur §2,, on vient de voir que A est antisymétrique. Comme elle
est aussi symétrique, elle est nulle (—‘A = A ="*A et donc A = 0).
1.4 On a quatre propriétés a vérifier.
- N est bien définie (N (A) est méme un maximum) et est positive (borne supérieure de quantités
qui le sont).
- Soit A € §,(R) telle que N(A) = 0. On a alors Vo € Q,, 0 < |ga(x)] < N(A) =0 et g4 est
nulle sur €,. D’apres la question précédente, A = 0. Ceci nous donne ’axiome de séparation.



- Soient A, B € S,(R);

Ve € Qn, lgass(@)| = lga(z) + ¢p(2)| < |ga(2)| + lgB(2)] < N(A) + N(B)

en passant a la borne supérieure, on trouve N(A+ B) < N(A)+ N(B) ce qui donne 'inégalité
triangulaire.
- Soient A € Sp(R) et A€ R. On a

Ve € Qn, [axa()] = [Al|ga(2)] < [AIN(A)
et en passant a la borne supérieure, on trouve N(AA) < |[A\[N(A).
Si A = 0, 'égalité est vraie. Sinon, on en déduit que

1

N(4)= NG B

(Ad)) < 7 N(A4)

A

et on a encore ’égalité N(AA) = |A\|N(A) ce qui donne 'homogénéité.
Remarque : on a besoin de la symétrie des matrices uniquement pour ’axiome de séparation.
1.5.1 Le calcul est immédiat

VEk, qaler) = (Aegler) = Aellexl® = Mg

[.5.2 Les formules proposées correspondent a celles de calcul en base orthonormée ! On les retrouve
en utilisant la bilinéarité du produit scalaire :

n

Vo e, 1= al® = ) ajalleler) = ) (ah)

1<5,k<n k=1

On a aussi
ga(z) = (Az|z) = <Z )\kxkek]Z:ckek> = Z/\k(a:;g)Q
k=1

[.5.3 En gardant les notations de la question précédente, on a donc

Al_Alela:k < qa(z <)\12)\ (z3)% = A
=1

Le minorant est atteint pour z = e; € 2, et le majorant pour x = e, € €,,. Ce sont donc des
minimum et maximum :

ma =minSp(A) =\ et M4 =maxSp(4) = A\,

[.5.4 On garde toujours les mémes notations. On a

< A A = A
[44() Zimk < max | |;xk A

Le majorant est atteint pour ey tel que [Ar| = maxyegp(a) [A| (c'est donc eg ou ey,) et c’est donc
un maximum :

N(A) = max ||
AESP(A)

Enfin A est semblable & diag(A1, ..., \,) et son déterminant est égal au produit des . Ainsi,

| det(A \_Hym < ( max w) = (N(A))"



1.5.5 Un calcul immédiat donne )

12

Le polynome caractéristique de A est X2 — %X + 4 (X2 —Tr(A)X +det(A)). Les valeurs propres
de A, qui sont les racines de ce polynéme, sont donc

det(A)

2 13 2 1
Al=-—— et /\2:*—#73
3 6 3 6
La question précédente donne donc
2 /13

II. Sur les valeurs propres de H,,.

I1.1.1 II s’agit de la formule générale rappelée en I.1.1 et que 'on prouve en utilisant la formule
de calcul du produit scalaire en b.o.n.

n n n n n
an(x) = Z <Z ajvk:ck) e ijej = Z ( aj,kﬂfk> Ty = Z aj kTET;
k=1 7=1 k=1

1<j,k<n

I1.1.2 Le développement contient n? termes (nombre de choix pour un terme dans la premicre
somme et un autre dans la seconde) :

(z”: xktk_1> Zn: :Ejtj_l _ Z J}kxjtk+j_2
k=1 Jj=1

1<k,j,<n

I1.1.3 On remarque que (Y ,_; zxtF~1) (Z?:l J:jtj*1> = (X, xktkfl)Q. En intégrant I’égalité
de la question précédente, on a donc

1/n - 2 1 k2
Tt dt = /a:xk/ dt

1<k,j<n

j+k—2 dt —

1 .
Comme fo Tk |, = ﬂﬁ, la question 1 permet d’affirmer que

1/ 2
_ Tk
/ E it 1) dt = E ——— = qn(z)
0 (k_l Jtk—1

1<j,k<n

I1.1.4 L’intégrale d’une fonction positve sur [0, 1] est positive. De plus si la fonction est en plus
continue, il ne peut y avoir nullité de I'intégrale que §’il y a nullité de la fonction sur [0, 1]. Or,
T — (zzzl xktk*I)Q est une fonction continue et positive et n’est nulle que si les xy le sont (une
fonction polynomiale n’admet une infinité de racines que si elle est nulle). Ces résultats couplés
a la question précédente montrent que

Vr € R" — {0}, gn(z) >0

En particulier, g, ne prend que des valeurs > 0 sur €2, et on a donc mpg, > 0. Avec la question
1.5.3,
Sp(H,) C R,



I1.2.1 On remarque que

. , k1 1
. ik 0 g9 L (k+1)i6 " _ 1-(-1) _ k
Vk € N, Z/O (e0)kei® g = — L [e }0 S ) B

Le passage a l'intégrale étant linéaire, des combinaisons linéaires de ces relations montrent que

T 1
VP € C[X], —i/ P(e')e? d9:/ P(t) dt
0 —1

1
_ 2
x)—/o Q2(t) dt

Par ailleurs, la question précédente donne

/01 Q*(t) dt < /11 Q(t) dt = ‘/11 Q1) dt' _ ‘_i/OWQZ(eiQ)eiG d9’ < /07r 1Q%(c?)| db

En combinant les deux résultats, on a donc

0 < gu(z /Q2 dt</
0

S’il y a égalité (a droite, on connait déja le cas d’égalité a gauche), il doit y avoir égalité dans
toutes les étapes intermédiaires et on doit donc avoir fi)l Q?(t) dt. Q étant positive et continue
doit étre nulle sur [—1,0]. @ est donc le polynéme nul (infinité de racines) et ses coefficients sont
nuls.  est donc nul. Ainsi

11.2.2 La partie II.1 donne

i(k—1)6 Ao

i(k—1)0 do

Ve #0, 0 < gn(zx /

I1.2.3 Explicitons le carré du module ci-dessus en écrivant que |z|> = 27 :

i(k—7)0
Z xjxkez( 7)

1<j,k<n

i(k—1)0

On en déduit par linéarité du passage a l'intégrale que

/ = > a:]:ck/ ik=1)0 g

1<j,k<n
Les intégrales du membre de droite se calculent en distinguant selon que j est ou non égal a k.
(—1)F7 -1
do = =||z||> + Zxkxj

On obtient
/7r -
0 vy 2 k—j

Dans la somme du membre de droite, on associe les termes deux a deux : un terme (k, j) avec le
terme (j, k) et les termes correspondants sont opposés. Ce regroupement montre que la somme
est nulle. On a donc

i(k—1)0

i(k—1)0

i(k—1)0 9:7T”$H2

Ve #0, 0 < qn(z /




I1.3.1 La question 1.5.5 indique que

La question 1.5.3 donne
P = mm, et pp = Mp,
La question précédente montre que ¢, prend sur 2, des valeurs dans |0, 7[ (0 n’étant pas dans
). On a donc
O<pn<pp<m

Par ailleurs, H,, n’étant pas scalaire et diagonalisable, elle admet au moins deux valeurs propres
et fn, < pp. Ainsi
O< pn <pn<Tm

I1.3.2 Avec la question 1.5.3 on a
an () C [pin, pnl

Il nous reste a voir que tout élément de 'intervalle [u,, p,]| admet un antécédent par ¢, dans €2,.
On sait qu’il existe des vecteurs e; et e, non nuls tels que Hye; = puper et Hpe, = ppen (car py,
et p, sont des valeurs propres). Les sous-espaces propres de H,, étant orthogonaux (théoréme
spectral), e; et e, le sont (les valeurs propres u,, et p,, sont différentes). Enfin, quitte a les normer

(ce qui ne leur fait pas perdre le caractere propre), on peut supposer |le1] = |le,|| = 1. On pose
alors r; = /1 — te; + /t pour tout t € [0,1], en remarquant que z; € §,. On a (formule de
1.5.2)

qn(z) = Nn(l - t) + pnt
et quand ¢ varie dans [0,1], ¢,(x¢) varie dans [un, pn]. Toutes les valeurs de cet intervalle ont
donc un antécédent par ¢, dans €2, et
() = [Mnapn]

11.3.3 Avec la formule de I1.1.1 on a
1
2n —1

(Qn(sn”sn) =

On en déduit (on rappelle que p, = my, ) que

Vne N 0<u, <
N

et par théoreme d’encadrement

ngr—&l—loo Hn = 0

ITI. Limite de (N(H,)),>2 grace a une intégrale double.

II.1.1 Soit ¢ : (z,y) — (V,,\/y); g est une application de classe C' sur ]1,n[x]1,n[ et si
(z,y) €]1,n[x]1,n[, la jacobienne de g en (x,y) vaut

‘H

0 1

- 4./Ty

De plus, g est injective sur |1, n[x]1,n[ de maniere immédiate. g réalise un C* difféomorphisme
de ]1,n[x]1,n[ dans son image et c’est un bon changement de variable. Comme ¢(D,,) =T, la

formule donne dud
udv
I = 4 _—
" //Fn w2 +0v2 -1

2

J(9)(z,y) =

=3

1
2\/§



Comme pour tout (u,v) € I',,, on en déduit que

1 1
w2tv2—1 > w202

I > 4J,

II1.1.2 Pour calculer J,,, on peut utiliser le théoreme de Fubini ((u,v) — ﬁ est continue sur le
compact I';) :

vV g Vi v=yn
In = / / —— | dv = / — arctan(v/u)
0 o u+v? o Lu v=1

- [l g, [T e,

u u

Il reste alors a utiliser la formule rappelée en début de partie III pour conclure que

J, :/ﬁmmda)—/ﬁlarctan 2 dx
" 1 x 1 T \/ﬁ

II1.2.1 Par concavité de la fonction arctan sur R, on a V¢ > 0, arctan(t) <t (ce que I’on peut aussi
prouver par une étude de fonction). On en déduit par positivité de I'intégrale que

i _
Lnﬁ/ L =Yl oy
1 Vn Vn

Par ailleurs, L,, est l'intégrale d’une fonction continue, positive et non nulle. C’est donc une
quantité > 0. Ainsi,

0<L,<1

II1.2.2 h : z+ L arctan(1/z) est continue sur [1, +o0o[ et équivaut au voisinage de 400 & 1/ o
elle est donc intégrable. h est ainsi intégrable sur [1, +o00[. Son intégrale converge donc a fortiori.
Avec la formule rappelée en début de partie, on a

vn — vn
Kn _ / 7T/2 arctan(w) dor = E ln(n) _/ h(l‘) dx
0 x 4 0

Quand n — +00, le second terme admet une limite finie et est donc négligeable devant le premier
qui tend vers +oo. On a donc
~ Zin(n)
n n—+oo 4
1.2.3 J, = K,, — L, ~ K,, car K,, — oo alors que (L) est bornée. On a donc aussi

T
n In(n)

II1.3.1 On remarque que
n
1
lal? ="+
k=1

Comme ¢t — % décroit sur [1,+oo[, on a Vk > 2 % < fkk,l %. En sommant ces inégalités, on a
donc

" dt
Jall < 1+ [* =1+ In(n)



I11.3.2 Découpons le pavé D,, en la réunion de n? pavés élémentaires :

Jj+1 k41 dxd
I, = </ / e 1 dy dac)
1<j, k<n 1 VIyle +y—1)

En notant que V(z,y) € [7,7 + 1] x [k, k + 1], \/@(;ﬂ_l) < \/Tk(jirk:—l) on en déduit que
1 1
I, < = qn(a)
Z Y% (j+l<:—1) Z Vik(j+k—1)

1<j,k<n 1<j,k<n
la derniere égalité provenant de la formule I1.1.1. On a ainsi
4J, < I, < Qn(a)

II1.3.3 On en déduit que

4y, 4J, a
0< < < an(77)
L+In(n) = [laf> =™ al
et donc que N(H,) = sup,cq, |gn(x)| > #n?n)' La question II.2.3 montre de méme que
N(H,) < 7. On a ainsi
4Jp
—— < N(H,) <
1+1In(n) — (Hn) <7

La question ITI.2.3 montre que la minorant tend vers 7. On a donc, par théoreme d’encadrement,

lim N(H,) =~

n—-+o0o

IV. Sur le déterminant de H,,.

IV.1 Pour obtenir A ,, on multiplie I’égalité admise par = + k et on donne a x la valeur —k. En
particulier, on obtient
n
[li—i(=n—Fk)  (2n)!

Fo(-n+k)  (n))?

IV.2.1 En utilisant la formule admise et un changement d’indice (j = k + 1) on trouve

n—1
. Akn—1
Foca(i) = i+k
k=0

n

S Aj—1n-1
= 14+5—1
n
= Z Nj—1n—1hi;
j=1

Si on note C1,...,C, les colonnes de H,, alors les colonnes de A, sont Cy,...,C,_1 pour les
n — 1 premieres. D’apres la formule vue ci-dessus, la derniere est 2?21 Aj—1,n—1C}j. Ainsi, par
caractere multilinéaire alterné du déterminant

>\n,n =

det(A Aj—in—1det (Cy,...,Cnh_1,C5) = A—1n—1det(Ch,...,Cp) = A1 -1 det(Hy,)
j— J , ,
7=1

ou encore, avec la question I'V.1

det(4,) = =D ey, = (2(” - 1)> det(H,)



IV.2.2 Comme R,,_1(i) est nul pouri = 1,...,n—1, la derniere colonne de A4,, vaut (0, ..., R,_1(n).
Un développement par rapport a cette derniere colonne donne alors

- _ ((n—1))? ~ det(Huo)
det(An) = det(Hy—1) Ru-1(n) = 2g—5 det(Hu) = Bn 1)(2(5__11))

On combine les deux formules pour en déduire que

1
(2n — 1) (3 Y)

n—1

det(H,) = det(H,—1)

2
IV.2.3 On a vu en I1.3.1 que 0 n’est pas valeur propre de H,, et ainsi que det(H,) # 0. On peut
méme dire que les valeurs propres sont > 0 et, comme H, est diagonalisable,
Vn > 1, det(Hy,) >0

On montre par récurrence que Vn > 1, m e N*.

- Initialisation : det(H;) = 1 et le résultat est vrai pour n = 1. det(Hs) = 75 et le résultat est
vrai pour n = 2.

- Hérédité : soit n > 3 tel que la propriété soit vraie aux rangs 1,...,n — 1. La relation de la
question précédente donne immédiatement le résultat au rang n (& partir de celui au rang
n—1).

1V.3. Une récurrence s’impose la encore.
- Initialisation : det(Hs) = 75 et comme ®; = 1 et ® = 12, le résultat est vrai pour n = 2.
- Hérédité : soit n > 3 tel que la propriété soit vraie aux rangs 2,...,n — 1. La relation de la
question I'V.2.2 donne alors

(§] = —
" @y, 3 (20— 2)!(2n — 1)) B9,

ce qui prouve le résultat au rang n.



