Un Corrigé de I'épreuve spécifique PSI de CCP 2013 par Rbeofarin

PARTIE |

[) 1) 1) La sphére unit&,, est bornée et fermée comme image réciproque du fédrhépar I'application continue
x +— |jz||, doncS?,, est un compact; les applications— Az et(z,y) — (z | y) sont respectivement linéaires et bil-
inéaires donc continues ce qui assure guest continue donc la fonction numérigge est bornée su,, et atteint
ses bornes.

) 1) 2) SoitA € RN sp(A) eta un vecteur propre associé qu'on peut, quitte & diviser parosae, supposer
dans(,,, alorsqa (z) = (Az | z) = M||z]|* = XA = ma < A < Ma. AinsiR N sp (A) C [ma, Ma).

) 1) 3) A esttriangulaire donc ses valeurs propres sont ses élédiagtsmaux dongp (A) = {2}; siz = (cos (9) ,sin (9))
on aga (z) = 2cos? () — cos () sin () + 2sin® () = 2 — 3 sin (20) doncma = ga ((cos (3),sin(3))) =2 et
Ma=aqa ((cos (~5) sin (-5))) = &

) 2) 1) Commega (0) = 0 supposong; # 0 alorsqa (y) = qa(llylly).v' = HyH donc puisquey’ € €,

g4 () =yl qa (') = 0.
[) 2) 2) D'apres la bilinéarité du produit scalaire et la di@sl) 2) 1),q4 (v + 2) = (Ay | 2) + (A= | y).

)2)3)Ona(Az | y) = (2| (*A)y) = ((*A)y | z) donc grace al) 2) 2), pour tol, z) € R" xR" ((*A+ A)y | 2)
d’ol pour touty € R™, (*A+ A)y = 0 =t A+ A = 0 et doncA est antisymétrique.

n n
On peut aussi suivant les indications de I'énoncé remamuef+) (Ay | z) = > Z a; pYpz €t donc

1=1p=1
n n n n

(Azly) = ((Aylz) = X X apagpz = (Ay|2) + (Az]y) = > > (ap+api)ypz d'oll pour tout

I=1p=1 I=1p=1
(4, k) € {1, ...,n}z, en remplacany par le j-ieme vecteur de la base canoniqueRieet z par le k-iéme vecteur
de la dite base on@; », + ax; = 0 ce qui assure qud est antisymétrique.

) 3) Il est clair que siA = 0 alorsVa € Q,,q4 () = 0; réciproquement sixz € ,,q4 (x) = 0, la question
précédente assure gdeest antisymétrique et étant symétrique par hypothéses Adler 0.

[)4)-)siN (A) =0alorsVx € Q,,, g4 () = 0 donc d'aprés ) 3)A = 0;

-) il est clair que siA = 0 alorsN (AA) = |A\| N (A); soit donch € R*, alorsVz € Q,, |gxa ()] = |A
AN (A) donc N (AA) < [N (A) et d'autre part en utilisant ce qui précéde oiNgdA) = N (
|i‘N(/\A) = [A| N (A) < N (AA) d’'ou I'égalité N (AA) = |A| N (A).

-) onapour toutr € Qy, |gayp ()| = [(Az | z) + (Br | )| < [(Az[2)] + [(Br | z)] < N(A)+ N(B) =
N(A+B)<N(A)+N(B).

On peut donc conclure qug est une norme.

&
INAIA

) 5) 1) En reprenant le calcul fait a la question 1) 1) 2) opudex) = A

[) 5) 2) Puisque la famill€ey,), ., ,, €st une base orthonormée algrg> = S° (x%,)z et puisquer € Q,, alors
- k=1

lz]* = 3 (2})* = 1. De mémey, (z) = k; Ak (2)%,

[) 5) 3) D'apres les questions précédentes, on a pouratoat 2,,, A1 = ga(e;) = M x1 = >\ (x%,)z

> Xk (2 ) < Z An (xk) = An = qa (e,) donc la fonctiong4 posséde un minimum 4 = A\; et un maximum
=

=1
Ma= M\, urlasphereunlt@n



) 5) 4) soiti € {1,...,n} tel que|X;| = ma(x |A|; alors rnax Al = |qa(e;)] < N (A) et enfin pour tout
A€ A€Esp

Q,., < 3 . < doncN (A) < ainsi on a bienV (4) = .
T € Qo laa(a >|_k;1|xk|<xk> < max | ()_Agga) Al ainsi on a bien (4) = max |\

Puisquedet (A) = H Ai, alors|det (A)] < ( max |)\|> = (N (A4))".
AEsp(A)

[) 5) 5) On adet (4) = 2 et le polyndme caractéristique deest X2 — 4X + 5 L 5 qui a pour racmeé—‘b@ et
1-V13 doncsp (A) = {46@,44*6@} etdoncN (A) = max |\ = 25413,

AEsp(A)
PARTIE |1
1) 1) 1) D'aprés I'égalité(x) de 1) 2) 3) on ay,, (z) = > <Z ﬁx;ﬁ) Tj= > Ji—k;}l
j=1 \k=1 1<5,k<n

II) 1) 2) On a(Z xktk‘l) St ) = 3 3 apathtic2,
k=1 j=1 k=1j=1
1 n 2 1 n n .
1 dOI’le (Z xktk_l) dt = Of (I;lxktk’—1> lejtj—l dt =
— — =

n n n n

j(i Z TR thtiT 2) dt = Z Z TR ftk‘“ 2dt = Z > xkxjﬁ_k T = qn (2).

1
1) 1) 3) On aft"’+j—2dt = -

0 \k=lj= =1j=1
2
II) 1) 4) La fonctionw : t +— (Z xktkl) est positive donc puisque 9 1 alorsg,, () > 0, et puisquew est
k=

aussi continue,, (r) = 0= w = 0=Vt € [0,1], Z zpt*~1 =0 doncle polynomez r, X*~1 a une infinité de

racines donc est identiquement nul c’est-a-dif& =x,=0=2=0. llest clalr quer =0= ¢, (x)=0.0n
déduit alors aisément que les valeurs propreHglesont strictement positives.

L : L .
) 2) 1) Pourk € Nona [ t*dt = { zslileljtelggzi:r et—i [e*ei?d = _% donc— @fezke 040 =
-1 + 0 0
0 si k est impair 1 T 0 oL m ’" T g
dou [ thdt = —i [e™*0edp. Ainsi [ P (t ap [ thdt = e*0eifdh =
{ k+1 si k est pair _fl Of _fl ®) Z g f k:o o 0

—i [ (Z akeike) e?df = —i}P (e') ei?dp.
0 \k=0 0
I) 2) 2) D'apres 1) 1) 4) on & < ¢, () avec inégalité stricte si # 0; on ajl" Q) 2dt < jl" (Q ()% dt
0 —1
avec inégalité stricte € (t) # 0 & x # 0, mais grace all) 2) 1)) < jl‘ (Q(t)*dt = f—i (@ (ei"))ze“de =
-1 0
F=i (@ (@) eifdﬁ'
0
i (Q (ew))? ei€

27 T
II) 2) 3) En utilisant le changement de variable= 27 — ¢ on a [ |Q (¢') }2 o = []Q (e7™) |2 dn et puisque
T 0

2
db.

a0 = [ |Q (") do = [ | 35 ayeits—1
0 0 k=1

Q (e7™) = Q (e) carQ € R[X]on aalorsjo}Q (ei")|2d9 = 0} |Q (ei")|2d9 = J|Q (ew)}zd@ =1 ?}Q (ei9)|2d9.
2

Sif: 0 — Q (&) alors par application du théoréme de Bessel—Parsevaf#rE xpel (k=10 3 f |f (0)]?do =

0 k=1

+o0 5 n 9 5
™ X e (NI =7 3w =]

p=—00 k=1
D'aprés la question précédente on a dencs R™,0 < g, (z) < 7 [|z||* avec inégalités strictes i 0.



II) 3) 1) De 1) 5) 5) on au, = 4;6@ etp, = 44*6@. Puisque les valeurs propres filg, sont strictement posi-
tives alors0 < p,,; comme la matriced,, est diagonalisable et non scalaire, les valeurs proprés,dee sont pas
toutes egales dong, < p,,; enfin sie,, est vecteur propre unitaire dé, associé a,, on a en vertu des questions I)
5) 1) etll) 2) 3)0 < gy, () = p,, < .

) 3) 2) On sait quey, (2,) C [wy,, p,): Nfinsiz € [u,,p,] il exixte t € [0,1] tel quez = (1 —¢t) u,, + tp,,,

dousiz = /1 —te; + v/te, on ag, (z) = <\/1 —tp,er +Vip,en | V1 —teg + \/fen> (I=2t)p, +tp, =
Z2 = [, Pn) C gn () . On peut donc conclure qug () = [t Pn]-

II) 3) 3) D'aprés 1) 1) 1)q,, (en,) = (Hnen | €n) = nj,% = 5-— donc puisque,, € 2, alors

0<un_2n 7= lim p, =0.

n—-+oo

PARTIE |11
) 1) 1) Posons poufu,v) € Ty, ¥ (u,v) = (u2, 1)2), alors¥ (T',,) = D, etla valeur absolue du Jacobien®en
(u,v) estduv donc d’apres le théoreme du changement de variable pountéggales multiples,

v (v 4uv v (v 4du
I, = f f mdu dv = f 1fu2+vz_1 dv.

1 1
n

n
1 1 4d 4d’ H
Or pour toutv € [1,+/n] commel < /n on AT > wre = lf u__ > lf 4 donc puisqué < /n

= u u24v2—-1 = u? 42

NN
onadeplud, > [ | [ u;*jl:,‘v2 dv =4.J,.
1 1

1) 1) 2) En utilisant le changement de variable- = on a

v 3
1f Sy =2 %f =1 <arctan <3?> — arctan (1)> =1 (arctan( ) — arctan (ﬁ))
doncJ,, = f(%vn(v)) dv — f( arctan (T)) dv = —L,.

) 2) 1) On a0 < ¢t = arctan (t) =

- donc puisque de plus

=

1—&-JL2 ND

2 1
z — < arctan (\/_) est positive continue non nulle sl /n] on a0 < L,, < 1f % = A}Lj <1.

7

o &
og}w

:téarctan(JL) <

) 2) 2) On a en utilisant la majoration dﬁctan( ) vue a la question précédertie< %arctan (l) < % donc

la convergence def £ assure la convergence ﬁ % arctan ( ) dz. En utilisant la relation rappelée au début on
a

1
T ﬁdw VR 1 1 i v 1 1 . . . ﬁ 1
K,=% { & _ { Larctan (1) dv = §In(n)— 1f L arctan (1) dx. Enfin puisque la suit { L arctan (1) da

n>1

converge d’aprés la convergence de I mtegrgle arctan ( ) dr etque lim 7 In(n)= +oc alors

n—-4oo
vn ) )
lf Larctan (1) dx e © (3In(n)) = Ky e Zln(n).

1) 2) 3) La suite(L,,),,~., est bornée en vertu de Ill) 2) 1) donc en utilisant la quegtigecédente on a
L, = o(K,) car Hm K, = +ocodou J, ~ K, etdonc/, et T1n(n).

n—-+oo

) 3)1)Onallal® =1+ Z 747 et puisques = f’““ < f 4z —In (EEL) alors

lal? <1+n(2) —1—|—1n( ).



) 3) 2) Pour (k,j) € {1,....,n— 1}2 posonsD,, ,; = [k, k+ 1] x [j,j + 1]; ainsi D,, est la réunion des rec-
tanglesD,, ;. ; dont les intersections sont d’aire nulle donc

k41 [ §+1 .
L= > ||| 7w |
J

1<k,j<n—-1 k

k

doncl, < Y —A—=< 3 % = g, (a) d'aprés la questlon ) 1) 1). Finale-

\/_k: ) Ve (ktj—1) = VEG (ktj—1
(kti— 1<k Zn—1 VR = =, VRi(k+i—1)

ment en utilisant la question IIl) 1) 1) on conclut donc dug < g, (a).

k+1 [ j+1 k41 [ j+1
mais pour(z,y) € [k, k + 1] x [j, j + 1] on a aisément [ f ﬁiu—l) de < [ f ﬁb dx
k

1) 3) 3) En vertu de Il) 2) 3), pour tout € R™,z # 0 on ag, (ﬁ) = qu(‘T“;) <7 = N(H,) < 7, de plus

N (H,) > qn < M) = qHT;(H‘? > T‘ffm d’'aprés les deux questions précédentes donc puisque

o . mln(n) _ 7 suivant Ill) 2) 3), alors on alim N (H,) = .

1+In(n) na:/too In(n)

PARTIE IV N
IV) 1) En multipliant par(z + n) les deux membres de I'égalifé, (z) = (;’;;) ona
k=0
kﬁl(l’*k‘) \ nil \ ot
= nn + L
11’ (k) =
=0
(=)™ I (ntk)
puis en remplagant par—n on obtient:\,, ,, = kol = (ntl)..@n) _ % =)
(—=D" I (n—Fk) '
k=0
IV)2) 1) SiHyn = (hij) < jap s hig = L+J ——,alorsde V) l)onar, (i) = Z —7;—1]"—11 Z Aj—1n—1hij.

Notons pour < i < n, C; lai-ieme colonne déi,, alorsdet (A4,,) = det | C1, ..., C—1, Z )\j_l,n_lc’j> .
j=1

Puisque le déterminant est une forme multilinéaire etradtemlors

det (An) = A—1,n—1 det (C1, ..., Cy) = ((" 1) det (H,,).

n—1

IV)2)2)OnaR,_1 (i) =0sil <i<n—1doncen développant suivant la derniére colonne, on a
det (An) = n—l ( )det( n— 1) n((Tdet( n— 1) mdet( n— 1)

Ainsi en utilisant la question précédente on a atbts(H,,) = m det (H,—1).
n= n—1

IV) 2) 3) Les valeurs propres d#,, sont strictement positives dodet (H,,) # 0. D’aprés la question précédente,
2

W =(2n-1) ((2(7?_11))) W Ona doncdet( ) = = 12 € N* et en utilisant ce qui précede, par récur-

rence aisée on a a|01(=1§t(— € N* pourn > 2.

4

IV) 3) Pourn > 2 soit P (n) la proposition " det (H,) = % ', comme det (Hy) = - = % alorsP (2)

n—2 N4
est vraie; supposorf® (n — 1) vraie & un rang > 3 alors grace a IV) 2) 2}let (H,,) = (271(5"{;(12)2;)! X ki]‘l[(j:' =
n—1 k=1
’“El(k!)4 _ Baoy doncP (n) est vraie et donc By
T =5 pour tout > 2 on adet (H,) = 5.



