
Un Corrigé de l’épreuve spécifique PSI de CCP 2013 par Rodolphe Garin

PARTIE I
I) 1) 1) La sphère unitéΩn est bornée et fermée comme image réciproque du fermé{1} par l’application continue
x �→ ‖x‖, doncΩn est un compact; les applicationsx �→ Ax et (x, y) �→ 〈x | y〉 sont respectivement linéaires et bil-
inéaires donc continues ce qui assure queqA est continue donc la fonction numériqueqA est bornée surΩn et atteint
ses bornes.

I) 1) 2) Soit λ ∈ R ∩ sp (A) et x un vecteur propre associé qu’on peut, quitte à diviser par sanorme, supposer
dansΩn, alorsqA (x) = 〈Ax | x〉 = λ ‖x‖2 = λ⇒mA ≤ λ ≤MA. AinsiR ∩ sp (A) ⊂ [mA,MA].

I) 1) 3)Aest triangulaire donc ses valeurs propres sont ses élémentsdiagonaux doncsp (A) = {2}; six = (cos (θ) , sin (θ))
on aqA (x) = 2 cos2 (θ)− cos (θ) sin (θ) + 2 sin2 (θ) = 2− 1

2 sin (2θ) doncmA = qA
((
cos
(
π
4

)
, sin

(
π
4

)))
= 3

2 et
MA = qA

((
cos
(
−π
4

)
, sin

(
−π
4

)))
= 5

2 .

I) 2) 1) CommeqA (0) = 0 supposonsy �= 0 alors qA (y) = qA (‖y‖ y′) , y′ = y
‖y‖ donc puisquey′ ∈ Ωn,

qA (y) = ‖y‖2 qA (y′) = 0.

I) 2) 2) D’après la bilinéarité du produit scalaire et la question I) 2) 1),qA (y + z) = 〈Ay | z〉+ 〈Az | y〉.

I) 2) 3) On a〈Az | y〉 = 〈z | (tA) y〉 = 〈(tA) y | z〉 donc grâce à I) 2) 2), pour tout(y, z) ∈ Rn×Rn, 〈(tA+A) y | z〉
d’où pour touty ∈ Rn, (tA+A) y = 0⇒t A+A = 0 et doncA est antisymétrique.

On peut aussi suivant les indications de l’énoncé remarquerque(∗) 〈Ay | z〉 =
n∑

l=1

n∑

p=1
al,pypzl et donc

〈Az | y〉 = 〈(tA) y | z〉 =
n∑

l=1

n∑

p=1
ap,lypzl ⇒ 〈Ay | z〉 + 〈Az | y〉 =

n∑

l=1

n∑

p=1
(al,p + ap,l) ypzl d’où pour tout

(j, k) ∈ {1, ..., n}2 , en remplaçanty par lej-ième vecteur de la base canonique deRn et z par lek-ième vecteur
de la dite base on aaj,k + ak,j = 0 ce qui assure queA est antisymétrique.

I) 3) Il est clair que siA = 0 alors∀x ∈ Ωn, qA (x) = 0; réciproquement si∀x ∈ Ωn, qA (x) = 0, la question
précédente assure queA est antisymétrique et étant symétrique par hypothèse, alorsA = 0.

I) 4) -) siN (A) = 0 alors∀x ∈ Ωn, qA (x) = 0 donc d’après I) 3),A = 0;
-) il est clair que siλ = 0 alorsN (λA) = |λ|N (A); soit doncλ ∈ R∗, alors∀x ∈ Ωn, |qλA (x)| = |λ| |qA (x)| ≤
|λ|N (A) doncN (λA) ≤ |λ|N (A) et d’autre part en utilisant ce qui précède on aN (A) = N

(
1
λ
(λA)

)
≤

1
|λ|N (λA)⇒ |λ|N (A) ≤ N (λA) d’où l’égalitéN (λA) = |λ|N (A).
-) on a pour toutx ∈ Ωn, |qA+B (x)| = |〈Ax | x〉+ 〈Bx | x〉| ≤ |〈Ax | x〉| + |〈Bx | x〉| ≤ N (A) + N (B) ⇒
N (A+B) ≤ N (A) +N (B) .
On peut donc conclure queN est une norme.

I) 5) 1) En reprenant le calcul fait à la question I) 1) 2) on aqA (ek) = λk.

I) 5) 2) Puisque la famille(ek)1≤k≤n est une base orthonormée alors‖x‖2 =
n∑

k=1

(x′k)
2 et puisquex ∈ Ωn alors

‖x‖2 =
n∑

k=1

(x′k)
2
= 1. De mêmeqA (x) =

n∑

k=1

λk (x′k)
2.

I) 5) 3) D’après les questions précédentes, on a pour toutx ∈ Ωn, λ1 = qA (e1) = λ1 × 1 =
n∑

k=1

λ1 (x
′
k)
2 ≤

n∑

k=1

λk (x′k)
2 ≤

n∑

k=1

λn (x′k)
2
= λn = qA (en) donc la fonctionqA possède un minimummA = λ1 et un maximum

MA = λn sur la sphère unitéΩn.



I) 5) 4) soit i ∈ {1, ..., n} tel que|λi| = max
λ∈sp(A)

|λ|; alors max
λ∈sp(A)

|λ| = |qA (ei)| ≤ N (A) et enfin pour tout

x ∈ Ωn, |qA (x)| ≤
n∑

k=1

|λk| (x′k)
2 ≤ max

λ∈sp(A)
|λ| doncN (A) ≤ max

λ∈sp(A)
|λ| ; ainsi on a bienN (A) = max

λ∈sp(A)
|λ|.

Puisquedet (A) =
n∏

k=1

λk alors|det (A)| ≤
(
max

λ∈sp(A)
|λ|
)n

= (N (A))n.

I) 5) 5) On adet (A) = 1
12 et le polynôme caractéristique deA estX2 − 4

3X + 1
12 qui a pour racines4+

√
13

6 et
4−
√
13

6 doncsp (A) =
{
4+
√
13

6 , 4−
√
13

6

}
et doncN (A) = max

λ∈sp(A)
|λ| = 4+

√
13

6 .

PARTIE II

II) 1) 1) D’après l’égalité(∗) de I) 2) 3) on aqn (x) =
n∑

j=1

(
n∑

k=1

1
j+k−1xk

)
xj =

∑

1≤j,k≤n

xkxj
j+k−1 .

II) 1) 2) On a
(

n∑

k=1

xkt
k−1

)(
n∑

j=1
xjt

j−1

)

=
n∑

k=1

n∑

j=1
xkxjt

k+j−2.

II) 1) 3) On a
1∫

0

tk+j−2dt = 1
k+j−1 donc

1∫

0

(
n∑

k=1

xkt
k−1

)2
dt =

1∫

0

(
n∑

k=1

xkt
k−1

)(
n∑

j=1
xjt

j−1

)

dt =

1∫

0

(
n∑

k=1

n∑

j=1
xkxjt

k+j−2

)

dt =
n∑

k=1

n∑

j=1
xkxj

1∫

0

tk+j−2dt =
n∑

k=1

n∑

j=1
xkxj

1
j+k−1 = qn (x).

II) 1) 4) La fonctionw : t �→
(

n∑

k=1

xkt
k−1

)2
est positive donc puisque 0< 1 alorsqn (x) ≥ 0, et puisquew est

aussi continueqn (x) = 0⇒ w = 0⇒ ∀t ∈ [0, 1] ,
n∑

k=1

xkt
k−1 = 0 donc le polynôme

n∑

k=1

xkX
k−1 a une infinité de

racines donc est identiquement nul c’est-à-direx1 = ... = xn = 0⇒ x = 0. Il est clair quex = 0⇒ qn (x) = 0. On
déduit alors aisément que les valeurs propres deHn sont strictement positives.

II) 2) 1) Pourk ∈ N on a
1∫

−1
tkdt =

{
0 si k est impair
2
k+1 si k est pair et−i

π∫

0

eikθeiθdθ = − (−1)k+1−1
k+1 donc−i

π∫

0

eikθeiθdθ =

{
0 si k est impair
2
k+1 si k est pair

d’où
1∫

−1
tkdt = −i

π∫

0

eikθeiθdθ. Ainsi
1∫

−1
P (t) dt =

m∑

k=0

ak
1∫

−1
tkdt =

m∑

k=0

ak (−i)
π∫

0

eikθeiθdθ =

−i
π∫

0

(
m∑

k=0

ake
ikθ

)
eiθdθ = −i

π∫

0

P
(
eiθ
)
eiθdθ.

II) 2) 2) D’après II) 1) 4) on a0 ≤ qn (x) avec inégalité stricte six �= 0; on a
1∫

0

(Q (t))2 dt ≤
1∫

−1
(Q (t))2 dt

avec inégalité stricte siQ (t) �= 0 ⇔ x �= 0, mais grâce à II) 2) 1),0 ≤
1∫

−1
(Q (t))2 dt =

π∫

0

−i
(
Q
(
eiθ
))2

eiǫdθ =
∣∣∣∣
π∫

0

−i
(
Q
(
eiθ
))2

eiǫdθ

∣∣∣∣

≤
π∫

0

∣∣∣−i
(
Q
(
eiθ
))2

eiǫ
∣∣∣dθ =

π∫

0

∣∣Q
(
eiθ
)∣∣2 dθ =

π∫

0

∣∣∣∣
n∑

k=1

xke
i(k−1)θ

∣∣∣∣
2

dθ.

II) 2) 3) En utilisant le changement de variableη = 2π − θ on a
2π∫

π

∣∣Q
(
eiθ
)∣∣2 dθ =

π∫

0

∣∣Q
(
e−iη

)∣∣2 dη et puisque

Q
(
e−iη

)
= Q (eiη) carQ ∈ R [X]on a alors

2π∫

π

∣∣Q
(
eiθ
)∣∣2 dθ =

π∫

0

∣∣Q
(
eiθ
)∣∣2 dθ⇒

π∫

0

∣∣Q
(
eiθ
)∣∣2 dθ = 1

2

2π∫

0

∣∣Q
(
eiθ
)∣∣2 dθ.

Sif : θ �→ Q
(
eiθ
)

alors par application du théorème de Bessel-Parseval on a
π∫

0

∣∣∣∣
n∑

k=1

xke
i(k−1)θ

∣∣∣∣
2

dθ = 1
2

2π∫

0

|f (θ)|2 dθ =

π
+∞∑

p=−∞
|cp (f)|2 = π

n∑

k=1

x2k = π ‖x‖2 .

D’après la question précédente on a donc∀x ∈ Rn, 0 ≤ qn (x) ≤ π ‖x‖2 avec inégalités strictes six �= 0.



II) 3) 1) De I) 5) 5) on aµ2 =
4−
√
13

6 et ρ2 =
4+
√
13

6 . Puisque les valeurs propres deHn sont strictement posi-
tives alors0 < µn; comme la matriceHn est diagonalisable et non scalaire, les valeurs propres deHn ne sont pas
toutes égales doncµn < ρn; enfin sien est vecteur propre unitaire deHn associé àρn on a en vertu des questions I)
5) 1) et II) 2) 3)0 < qn (en) = ρn < π.

II) 3) 2) On sait queqn (Ωn) ⊂ [µn, ρn]; enfin si z ∈ [µn, ρn] il exixte t ∈ [0, 1] tel quez = (1− t)µn + tρn,
d’où six =

√
1− te1 +

√
ten on aqn (x) =

〈√
1− tµne1 +

√
tρnen |

√
1− te1 +

√
ten
〉
= (1− t)µn + tρn =

z ⇒ [µn, ρn] ⊂ qn (Ωn) . On peut donc conclure queqn (Ωn) = [µn, ρn].

II) 3) 3) D’après II) 1) 1)qn (εn) = 〈Hnεn | εn〉 = 12

n+n−1 =
1

2n−1 donc puisqueεn ∈ Ωn alors
0 < µn ≤ 1

2n−1 ⇒ lim
n→+∞

µn = 0.

PARTIE III
III) 1) 1) Posons pour(u, v) ∈ Γn,Ψ(u, v) =

(
u2, v2

)
, alorsΨ(Γn) = Dn et la valeur absolue du Jacobien deΨ en

(u, v) est4uv donc d’après le théorème du changement de variable pour les intégrales multiples,

In =

√
n∫

1

(√
n∫

1

4uv√
u2v2(u2+v2−1)du

)

dv =

√
n∫

1

(√
n∫

1

4du
u2+v2−1

)

dv.

Or pour toutv ∈ [1,√n] comme1 ≤ √n on a 1
u2+v2−1 ≥ 1

u2+v2 ⇒
√
n∫

1

4du
u2+v2−1 ≥

√
n∫

1

4du
u2+v2 donc puisque1 ≤ √n

on a de plusIn ≥
√
n∫

1

(√
n∫

1

4du
u2+v2

)

dv = 4Jn.

III) 1) 2) En utilisant le changement de variablet = u
v

on a
√
n∫

1

4du
u2+v2 =

4
v

√
n

v∫

1
v

dt
1+t2 =

1
v

(
arctan

(√
n
v

)
− arctan

(
1
v

))
= 1

v

(
arctan (v)− arctan

(
v√
n

))
,

doncJn =

√
n∫

1

(
arctan(v)

v

)
dv −

√
n∫

1

(
1
v
arctan

(
v√
n

))
dv = Kn − Ln.

III) 2) 1) On a 0 ≤ t ⇒ arctan (t) =
t∫

0

dx
1+x2 ≤

t∫

0

dx = t ⇒ arctan
(
x√
n

)
≤ x√

n
donc puisque de plus

x �→ 1
x
arctan

(
x√
n

)
est positive continue non nulle sur[1,

√
n] on a0 < Ln ≤

√
n∫

1

1√
n
dx =

√
n−1√
n
≤ 1.

III) 2) 2) On a en utilisant la majoration dearctan (t) vue à la question précédente0 < 1
x
arctan

(
1
x

)
≤ 1

x2
donc

la convergence de
+∞∫

1

dx
x2

assure la convergence de
+∞∫

1

1
x
arctan

(
1
x

)
dx. En utilisant la relation rappelée au début on

a

Kn =
π
2

√
n∫

1

dx
x
−
√
n∫

1

1
x
arctan

(
1
x

)
dx = π

4 ln (n)−
√
n∫

1

1
x
arctan

(
1
x

)
dx.Enfin puisque la suite

(√
n∫

1

1
x
arctan

(
1
x

)
dx

)

n≥1

converge d’après la convergence de l’intégrale
+∞∫

1

1
x
arctan

(
1
x

)
dx et que lim

n→+∞
π
4 ln (n) = +∞ alors

√
n∫

1

1
x
arctan

(
1
x

)
dx =

n→+∞
o
(
π
4 ln (n)

)
⇒ Kn ∼

n→+∞
π
4 ln (n) .

III) 2) 3) La suite(Ln)n≥1 est bornée en vertu de III) 2) 1) donc en utilisant la questionprécédente on a
Ln =

n→+∞
o (Kn) car lim

n→+∞
Kn = +∞ d’où Jn ∼

n→+∞
Kn et doncJn ∼

n→+∞
π
4 ln (n).

III) 3) 1) On a‖a‖2 = 1 +
n−1∑

k=1

1
k+1 et puisque 1

k+1 =
∫ k+1
k

dx
k+1 ≤

k+1∫

k

dx
x
= ln

(
k+1
k

)
alors

‖a‖2 ≤ 1 + ln
(
n
1

)
= 1 + ln (n) .



III) 3) 2) Pour (k, j) ∈ {1, ..., n− 1}2 posonsDn,k,j = [k, k + 1] × [j, j + 1]; ainsiDn est la réunion des rec-
tanglesDn,k,j dont les intersections sont d’aire nulle donc

In =
∑

1≤k,j≤n−1

k+1∫

k

(
j+1∫

j

dy√
xy(x+y−1)

)

dx,

mais pour(x, y) ∈ [k, k + 1] × [j, j + 1] on a aisément
k+1∫

k

(
j+1∫

j

dy√
xy(x+y−1)

)

dx ≤
k+1∫

k

(
j+1∫

j

dy√
kj(k+j−1)

)

dx =

1√
kj(k+j−1) doncIn ≤

∑

1≤k,j≤n−1
1√

kj(k+j−1) ≤
∑

1≤k,j≤n
1√

kj(k+j−1) = qn (a) d’après la question II) 1) 1). Finale-

ment en utilisant la question III) 1) 1) on conclut donc que4Jn ≤ qn (a).

III) 3) 3) En vertu de II) 2) 3), pour toutx ∈ Rn, x �= 0 on aqn
(

x
‖x‖

)
= qn(x)

‖x‖2 ≤ π ⇒ N (Hn) ≤ π; de plus

N (Hn) ≥ qn

(
a
‖a‖

)
= qn(a)

‖a‖2 ≥
4Jn

1+ln(n) d’après les deux questions précédentes donc puisque
4Jn

1+ln(n) ∼
n→+∞

π ln(n)
ln(n) = π suivant III) 2) 3), alors on a lim

n→+∞
N (Hn) = π.

PARTIE IV
IV) 1) En multipliant par(x+ n) les deux membres de l’égalitéRn (x) =

n∑

k=0

λk,n
(x+k) on a

n∏

k=1

(x−k)
n−1∏

k=0

(x+k)

= λn,n +
n−1∑

j=0

λj,n
(x+n)
(x+j) ,

puis en remplaçantx par−n on obtient:λn,n =
(−1)n

n∏

k=1

(n+k)

(−1)n
n−1∏

k=0

(n−k)
= (n+1)...(2n)

n! = (2n)!

(n!)2
=
(
2n
n

)
.

IV) 2) 1) SiHn = (hi,j)1≤i,j≤n , hi,j =
1

i+j−1 , alors de IV) 1) on aRn−1 (i) =
n∑

j=1

λj−1,n−1
i+j−1 =

n∑

j=1
λj−1,n−1hi,j .

Notons pour1 ≤ i ≤ n,Ci la i-ième colonne deHn alorsdet (An) = det

(

C1, ..., Cn−1,
n∑

j=1
λj−1,n−1Cj

)

.

Puisque le déterminant est une forme multilinéaire et alternée alors
det (An) = λn−1,n−1 det (C1, ..., Cn) =

(
2(n−1)
n−1

)
det (Hn).

IV) 2) 2) On aRn−1 (i) = 0 si 1 ≤ i ≤ n− 1 donc en développant suivant la dernière colonne, on a
det (An) = Rn−1 (n) det (Hn−1) =

(n−1)!
n...(2n−1) det (Hn−1) =

1

(2n−1)(2(n−1)n−1 )
det (Hn−1) .

Ainsi en utilisant la question précédente on a alorsdet (Hn) =
1

(2n−1)(2(n−1)n−1 )
2 det (Hn−1).

IV) 2) 3) Les valeurs propres deHn sont strictement positives doncdet (Hn) �= 0. D’après la question précédente,
1

det(Hn)
= (2n− 1)

((
2(n−1)
n−1

))2
1

det(Hn−1)
. On a donc 1

det(H2)
= 12 ∈ N∗ et en utilisant ce qui précède, par récur-

rence aisée on a alors 1
det(Hn)

∈ N∗ pourn ≥ 2.

IV) 3) Pour n ≥ 2 soit P (n) la proposition ’’ det (Hn) =
Φ4n−1
Φ2n−1

’’; comme det (H2) =
1
12 =

Φ41
Φ3

alorsP (2)

est vraie; supposonsP (n− 1) vraie à un rangn ≥ 3 alors grâce à IV) 2) 2),det (Hn) =
((n−1)!)4

(2n−1)!(2n−2)! ×
n−2∏

k=1

(k!)4

2n−3∏

k=1

k!

=

n−1∏

k=1

(k!)4

2n−1∏

k=1

k!

=
Φ4n−1
Φ2n−1

doncP (n) est vraie et donc pour toutn ≥ 2 on adet (Hn) =
Φ4n−1
Φ2n−1

.


