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PARTIE 1

La sphére unité ,, = {x € R"/ || z ||= 1} est une partie bornée et fermée (image réciproque
du fermé {1} par l'application norme continue) de R" : ¢’est donc un compact.

L’application R™ — R", x — Ax est linéaire sur un espace vectoriel de dimension finie : elle est
continue. De plus, le produit scalaire est aussi continu sur R" (bilinaire sur R” de dimension
finie).

On en déduit par composition que g4 : R" = R, x —< Az|z > est continue sur R".

Au final, g4 est continue sur le compact §2,, et & valeurs réelles :

‘ g4 est donc bornée et atteint ses bornes sur €2,,.

Soit A € RNsp(A) : il existe un vecteur z # 0 de R", que l'on peut prendre unitaire (quitte a
le diviser par sa norme), tel que Az = Az.

On a alors qa(r) =< Az|z >= X < z|x >= A car z € Q.

Par définition de m 4 et M4, on en déduit que my < X < M4 d’ou : ‘Rﬁ sp(A) C [ma, M4] ‘
2 -1
0 2
diagonaux : 2 est valeur propre double et sp(A4) = {2}.

Pour la matrice A = < triangulaire supérieure, les valeurs propres sont les éléments

Six € g, il existe § € R tel que x = ( 6989 >
sin ¢
Calculons g4 () :
2(:0;21;;1119 ) | < Z?jz ) >=2—sinflcosf =2 — ﬁ
Cette quantité est maximale quand le sin(26) est minimal et vaut donc -1. On trouve donc
My=2+1/2=5/2.
De méme, mag =2 —1/2 =3/2.
On vérifie bien que RN sp(A4) C [ma, Ma].
Soit y € R™.
Siy =0, on a bien ga(y) = 0.

qa(z) =< Azlr >=< <

Si y # 0, notons x = Y € Q.

Tyl
Yy y o,y qa(y)
On aalors g () = 0= ga(r ) =< Ar 7l >= 15 7

Iy
On en déduit que ga(y) = 0 et au final, | ga(y) =0, Vy € R" ‘
Soient y et z dans R™. Par bilinéarité du produit scalaire,
qa(y+2)=0=<A(y+2)ly+ 2z >=<Ayly > + < Aylz > + < Azly > + < Az[z >
galy + z) = 0 =< Ay|z > + < Az|y > avec la question précédente.

donc‘< Aylz > + < Azly >= 0‘

Prenons alors y = ¢;j et z =¢ avec 1 < k,j < n.

ai.j 0
az,j :

Si on calcule < Ay|z >=< [| 1(lignek) [| >=ag,.
An,j 0



De méme, < Az|y >= a; .

On a donc Y(j, k) € {1,...,n}>%, ar; = —a, : ‘la matrice A est antisymétrique.

3. On suppose que A est une matrice symétrique.

Le sens A = (0) implique Yz € Qy,, ga(z) = 0 est évident.

Supposons que Vz € Q,,, ga(z) =0 .

Par la question 1.2.3, A est antisymétrique.

Or par hypothese A est aussi symétrique donc A = A = —A donc A = (0).
4. Avec la question I.1.1, on peut bien définir N : S,,(R) — R, A sué) lga(z)].

TEQ,
Montrons que I'on définit bien une norme.
— Soit A€ Sp(R)et A€ R:
N(AA) = supgeq, | < AMzlr > | = sup |A < Azjz > | = |A| sup |ga(x)] = |A|N(A).

T€EQ, zeQ,

— Soit A, B € S,,(R).

Pour tout = € Q,, qat1p(z) =< (A + B)z|x >=< Az|z > + < Bz|x >= qa(z) + q5(z).

En passant a I'inégalité triangulaire et par définition de N(A) et N(B),

9415 < lga@)] + g5(z)] < N(A) + N(B).

Ceci étant valable z € Q,,, on en déduit que N(A + B) < N(A) + N(B).
— Soit A dans S, (R).

Enfin, si A = (0), il est évident que N(A) = 0.

et si N(A) =0, Vz € Q,, ga(z) =0 et par 1.1.3, A = (0).
Au final, | N : S,,(R) = RT, A~ sup |ga(z)| est bien une norme.

z€Qy,

5. 5.1. En calculant, ga(ex) =< Aegler >= Mg < exler >= Mg pour tout 1 < k < n.
n
5.2. Soit x = Z x;ek. Comme la base (ex)1<k<n est une base orthonormée, on a alors

k=1
n

| = ||2: Z(%)Q =1carz € ,.
k=1
De plus, par bilinéarité,

n n n n
qa(z) =< Az|z >=< Z:E%Aeﬂ Zx;ej >=< Zzﬁg)\keﬂ Zx;ej >
k=1 j=1 k=1 j=1

= iixﬁcx;)\k < eglej >.

5.3. Comme A\ < Xy <--- < )\, et que les (x%)2 > 0, on a en encadrant,
n n

n

M= @)% A < aa(e) = 30 M@)? <A D (@)% = A
k=1 k=1 k=1

On a donc pour tout z € Qy,, A1 < galz) < \,.

De plus, ga(e1) = A1 et ga(e,) = Ay, avec eq, e, € Q.

On en déduit que g4 est bornée sur €1,, et atteint ses bornes : on retrouve le résultat de la

question I.1.1.

De plus,‘ ma = A et My =\, ‘

5.4. On en déduit que N(A) = sup |ga(x)| = maz(|A1], | \n]) = max |A|.
z€Q, Ae(A)

Enfin, comme det(A) = H A, | |det(A)| = H [Ak] < N(A)™.
k=1 k=1




5.5. Pour la matrice A = ( 1}2 1;; ), on trouve detA = 1/12 et comme le polynéme ca-
4+ 413
ractéristique est x4(\) = A> —4/3\ 4+ 1/12, on trouve comme valeurs propres, —

_44V13

On a donc N(A) 5

n
. 1.1. Soit x € R" : qp(z) =< Hpzx|z >= Z(an)kxk ou (H,x) désigne la k ieme coordonnées de

k=1
H,x.

n
Or, (Hp2)i = Z Ak,iTi-
i=1

n

n
On a donc | g, (z) =< Hpzx|z >= Z Z Ak, Ti Tl = Z

k=1 i=1 1<k,i<n

TiTk
i+k—1"

1.2. Développons :
n n
P(t) = (Z xktk_l)(z zit? ) = (zy faottast? oA t" ) (v oot daati 4 a, t" )
k=1 j=1

C’est un ploynome en t de degré maximum 2n-1 et en développant :
2n—1

P(t) = Z ( Z $i$j)tp.
p=0 1<i,j<n,itj=p+2
1.3. Intégrons ceci entre 0 et 1 :
2n—1

1 1
/ P(t) dt = Z ( Z xlacj)/ tP dt.
0 p=0 1<i,j<n,i+j=p+2 0
on—1 2n—1

1 1
=2 > v)— =2 (3 i)
p=0 1<i,j<n,itj=p+2 p p=0 1<ij<mitj=pt2 D
2n—1

DS —)
= T ——
L iy i—1
p=0 1<¢,j<n,i+j=p+2
Dessinons le domaine de sommation :

0<p<2n—-1letl1<ij<m,i+j=p+2:clestlecarréde coté {1...,n} dont on somme les
éléments suivant les diagonales :

A

i

5 \0 i+j=10
4 i+j=9
3 i+j=8
2 \ i+j=7
1: . i+j=6

D=2 =3 =4 i4j=5
o e 5 g TR oy
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Il s’agit donc aussi de la somme de tous les éléments du carré et donc

1 1 n
1
P(t) dt :/ () zpthTh? dt = x;x;———— = qp(z) par I1.1.1.
A 0 ,;1 Z Titj—1

1<i,j<n

n
Comme (Z zxt* 1?2 >0, on en déduit que Yz € R", ¢, (z) > 0.
k=1
De plus, si = 0, il est évident que g, (x) = 0.

Et si g, (z) = 0, alors / Zxktk b =0.

0 k=1
n

Or l'application t (Z zt*1)? est continue (polynomiale), postive sur [0,1], d’intégrale
k=1
nulle sur [0,1]. C’est donc la fonction nulle sur [0, 1].

La fonction polynomiale ¢ — Z zt* 1 a une infinité de racines : c¢’est donc le polynome nul.
k=1
Tous ses coefficients sont donc nuls : V1 < k < n,xr = 0 et donc

De plus, comme par 1.5.1, avec les notations de cette question, g,(er) = Ak, on en déduit que
les valeurs propres de H,, sont strictement positives.

1 1

1
Calcul th At = —— [Pl = 1— (=1)Fth.
aeulons [ (AL = s (1= (-1
T L —i ) S
De hIS, -, ezkeeze do = 72/ ez(k-{—l)é do = 1 ez(k—i—l)@ T _ ez(k—i—l)ﬂ' 1
P A A im+1ﬂ 6 = 5757¢ )
1
1—(=1 k+1 .
k+1( (=1D")

Ces deux intégrales sont donc égales et par linéarité de I'intégrale, on en déduit par combinaison
linéaire que :

1 ™
Pour tout polynéme P, / P(t) dt = —i/ P(if)e' do
1 0

On a alors avec 11.1.3,
0<qn(z / Q1) 2dt < / Q) 2 dt car on intégre une fonction réelle positive.

Utilisons alors la question précédente :

1 1 ™ ™ T
2dt= 2t =i *(i6)e” do 2(i9)|[e*| df = i6)* do
[ aura=1 [ awral= =i [ Qo an< [ @2l a0= | i)

Si x = 0, l'inégalité précedénte est une égalité.
Si la premiere inégalité precédente est une égalité, on a par I11.1.4, x = 0.

Si la seconde inégalite précédente est une égalité, on a alors / Q(t)*> dt = 0, ce qui donne

avec un raisonnement analogue a celui de I1.1.4, x = 0.

Calculons le second membre en calculant d’abord :

_ |Zx ez(k 1)6 Zxkez(k 1) )(izkei(jflw)
J=1

|Q(i9)|2: ZI ei(k— 1)9 ZI eil= ]+1)9 Z T4 i(k—3)0

1<k, 5<n
0\ (2 k—35)0 i(k—75)0
|Q(i6)]* = g (z1)? + E wpajel =90 4 g wpajet k=90
1<k<n 1<k<j<n 1<j<k<n
Dans la derniere somme, permutons les deux indices par un changement de variables.
On a alors g ackacje’(k_”e = E ackacje’(]_k)‘g et en regroupons avec 'autre somme,
1<j<k<n 1<k<j<n
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Z wpxjelF=0 4 Z zpxjelF=0 = Z zix;2 cos((k — 4)0).
1<k<j<n 1<k>j<n 1<k<j<n
Intégrons maitenant tout ceci entre a et 7 : il ne reste pas grand chose car

si k # 7, / 2cos((k —7)0) do = 0.
Au final, ’

/| zt9|2dt9f/ S (@p)?do =7 (wx)® =7l
0

1<k<n 1<kn

Comme on a calculer de facon exacte le second membre de I1.2.2, on a l'inégalité stricte pour

x # 0.
- V13 4413

On a ps = r— et pg = r— car Hy est la matrice de la question 1.5.5.

Comme pu,, et p, sont respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs prpres de
H,,, avec les notations de la question 1.5 il existe e; et e,, vecteurs orthonormés tels que
Hn(el) = pneq et Hn(en) = Pn€n-

Or par 1.5.1, gn(e1) = pn et gn(en) = pn.

Avec la question I1.2.3, les vecteurs étants non nuls, 0 < pu, < p, < 7.

De plus, si puy, = pn, Hy a une unique valeur propre p et comme H,, est diagonalisable, elle est
semblable & ul, donc égale a ul,, ce qui est impossible.

Onadonc‘0<un<pn<7r.‘

Par la question 1.5.2; on a déja que si @ € Q,,, pn, < gn(z) < pp, done ¢,(Qr) C [tn, Pn)-

Soit maintenant un réel A de [un, 0n] : il existe ¢ dans [0, 1] tel que A = (1 — ), + tpp.
Reprenons les vecteurs e; et e,, de la question précédente et considérons x = V1 — ter + Vies,.
Comme (ey, e,) est une famille orthogonale, ||z||* = (1 —t) +t =1 donc x € Q,,.

De plus, g, (z) =< V1 — tuser + \/fpnenh/l —te1 +Vite, >= (1 —t)pon, + tpn, = A car (e1, en)
est orthogonale.

On a donc ¢, (x) = A avec x € Q,, donc A € ¢, () et ‘ Gn () = [tin, pn)- ‘
1
2n—1'

Apres calculs, ¢, (6,) =< Hpénle, >=

1
Comme 0 < py, < gnl(€n) = T’ on obtient par passage a la limite que ngr}rloo tn =0

Posons (z,y) = (u?,v?) : le jacobien de ce changement de variable est
D(z,y) |2u 0
D(u,v) | 0 2v

On obtient bien un C* difféomorphisme (u,v) — (u?,v?), de T',, sur le domaine D,,. Utilisons

la formule de changement de variable sur les intégrales doubles :

|
dr dy = du d
// JTY :L'er*l T= // uvu2+v271) v
I _//I‘deud’l]>// u2~|»1)2 dudv—4J
1 VoV Vi
Jn://l“ni du dv:/ (/ ——— du) dv:/ —[arctang]ﬁ dv.
u? + v? 1 1 u? 402 ) v

v Vi 1
Jn = / — arctan @ dv — / — arctan — dw.
), v 1 v v

Utilisons alors la propriété rappelée sur arctan :

Vil o Vil o Vi v
In =/1 5(5 —arctan\/ﬁ) dv—/1 ;(g—arctanv) dv J, = —/1 ;arctan% dv +

= 4uv # 0.

"1
/ —arctanv dv = K,, — L,.
1 v
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On sait que sit > 0, 0 < arctant < ¢, on en déduit que
Vg
OS/ —arctan—dv</ ——dv<1
1
De plus, L, > 0 car on integre une fonctlon continue positive non identiquement nulle.

1 1
La fonction h : z — — arctan — est continue, positive sur [1, 4o0].
x x

1 1
En +o0, h(z) ~ —3 caren O*, arctanu ~ u. Or z = est integrable sur [1, +oo].

Par comparaison avec les intégrales de Reimann, on en déduit que h est intégrable sur [1, +oo.

Ecrivions alors
Vi VR ™ Vi ™
K, = / —arctanv dv = / —(—arctan1/v+—) dv = —/ —arctan 1/v dv+— In(y/n)
1 v 1 v 2 1 v 2

T
L’integrale converge vers un réel et est négligeable devant le terme 5 In(v/n) quitend vers +oo.

On en déduit | K, ~ gln n.

Enfin, J, = K, — Ly, avec la suite (L, ) bornée qui est donc négligeable devant K,, ~ %ln n.

On en déduit | J,, ~ gln n.

1
Calculons || a ||*= Z T
k=1

< -,

1 1
On sait que la fonction © — — decroit sur [1,4o0[. Soit k > 1. Si z € [k, k + 1], Pl
x

1
Intégrons entre k et k41 : il <ln(k+1)— In(k)

8=

n—1

Puis sommonsde k=1an—1: Z — < In(n) ( somme telescopique)

1
On en déduit que ||| a ||*= Z % <1+ In(n).
k=1

a;ap 1
Calculons ¢, (a) = Z T E 1 Z
1<ki<n tk- 1<k,i<n ‘/_(Z +k—1)
1
Considérons déja, a k fixé,
1<zz<n \/_(Z + k— 1)
1
Vak(z +k—1)
! < ! [i,7 + 1]
sur [i,14 .
Vak(z +k—1) = Vik(i +k—1)
Intégrons entre ¢ et 7 + 1
o 1 1

A P Y N

L’application continue x décroit sur [i,7 + 1] donc

n
1

puis sommonsde 1 an—1: / _— .

1 \/xkz(x-i-k—l Z\/ k(i +k—1) Z\/ z-i—k—l)
Faisons maintenant la méme chose par rapport a k.

1

L’application h : y > ———— dx est continue et décroissante : sur |k, k + 1], on a

pp Y / NGTCEESY i i [k, k4 1],

h(y) < h(k), puis en intégrant sur [k, k + 1], on a

k+1  pn 1
/k ( L VEety—1) dz) dy < h(k).



3.3.

Sommons alors pour k allant de 1 an —1 :
n—1 n o n 1

//\/_:Hyl dy<2h (k) < ikt k—1)

On obtient au final :

1
In://Danmdy< Z \/_(ZT = qn(a).

H
=~
Il
-
o
Il

1<k, i<n
Et avec II1.1.1, 4J,, < gn(a).
Comme m est dans €, qn(”+:”) < N(Hp).
gn(a) 4J,
OI', n = >
“al) = Tal? = T
4.J,
De plus, J, ~ %lnn donc T 11L1n ~
De plus, par la majoration de I1.2.3, on sait que " < N(H,) <.
1+Inn
Par le théoreme d’encadrement, on en déduit que | lim N(H,) = .
n—-+oo
PARTIE 4
) B = (= —=1)..(=n—n) (n+1)..2n) (2n)! [2n
1. On sait que Ay, = [(x +n)Rn(z)] (—n) = =y =21 2\

donc

2. 2.1.

2.2,

2n
)\n,n = ( )
n

n—1
Akn— Ak—1,n
Calculons Rn_l(i)zz k] :Z holn-l Z)\k 1n—1hi k-
k=

kaJrk i+k—1

Remarque : l’énoncé ne précise pas ce qu’est h; ;, mais on comprend bien qu’il s’agit du terme
énérique de la matrice (Hy,), a savoir h;, = ——

g q ( n) i,k it E_1

Si on regarde la derniere colonne de A, elle est composée des :

Ry_1(i) = Z Mi—1,n—1hik +An—1,n—1hin.

c.l. des n-1 premieres colonnes de A
Le déterminant étant mulitlinéaire alterné, on en déduit que le déterminant de A est celui de
la matrice obtenue en remplacant sa derniere colonne par la colonne des A,,—1,n—1hi . On peut
sortir le coefficient A,,—1,,—1 pour obtenir que detA = \,_1 —1det(Hy).

2n 11)> det(H,).

Soit encore | detA = (

n —

Calculons directement les éléments de la derniere colonnes de A :

Si i #n, i est racine de Ry,—1 : Rp—1(i) = 0.

(n—1)..1 (-1)7 (n —1)1?
n.2n—-1) 2n-1! (2n-2)2n-1)
Développons alors detA par rapport & sa derniere colonne :

Etsii=mn, Ry_1(n) =

n— 1)'2 det(Hy—1
detA = Rn—l( )det( n— 1) (2n E 2)'(271 )det( n— 1) m
det(Hn—l)

On en déduit que | det(H,) =

(2n = [T




2.3. ParI1.3.1, les valeurs propres de H,, sont strictement positives et comme H,, est diagonalisable,

detH, > 0.
1
On a vu aussi que M =12.
1
Par récurrence immédiate, & I’aide de IV.2.2, on en déduit que : que ———— € N*.
det(Hy,)

3. Par simple récurrence, on obtient la forumle demandée.



