Correction de CCP 2 année 2013 TSI2

Partie A : un arc de cercle apparent I

1. On ad(O,M(0)) = \/COSQ(H) + sin?(f) = 1 donc M () appartient au cercle C.

1
2. (a) Comme a €]1,+oo[, on a — €0, 1[. Comme Arccos réalise une bijection (continue et stricte-
a
ment décroissante) entre |0, 1] et |0, g[, on en déduit l'existence de w avec w €0, 5[
(b) Les coordonnées de OM (w) sont :
xpr = cos(w) = cos (Arccos (1)> !
M B a’) a
1 1
(—)) = i\/l — cos? (Arccos (—))
a a
1 :
= \/1 — cos? (Arccos (—)) (Sln(w) > 0 car a €]0, 5[)
a

yu = sin(w) = sin (Arccos

3

Apres simplification on obtient :

1
Ty — —
a
1
yu = —Va* -1
a
D’ou les coordonnées de AM (w) :
1 2
Ty — x4 =cos(w) —a=-—a=-(1-a%
a a
1
Ym — ya = sin(w) = —vVa? —1
a

(¢) On vient de voir que cos(w) = —, ce qui donne immédiatement :
a

1
cos(w)

a =

(d) Pour vérifier que (AM(w)) est tangente au cercle C, nous allons démontrer que les vecteurs

AM (w§ et OM (wj sont orthogonaux en calculant leur produit scalaire :

1 ) 1
N —(1—&) — 1 1
AM(w).OM(w) = | ¢ A, =—=(1-a’)+=(a®=1) =0
—-Va?—1 —-Va? -1 “ “
a a

Ainsi,

(AM (w)) est tangente au cercle C
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3. (a)

()

()

T

Comme cos(x) €] — 1,1[ et @ > 1, on a toujours cos(x) — a < 0. Le quotient a donc bien un
sens et

’ f est définie sur R ‘

Par ailleurs, les fonctions cos et sin étant de classe C' sur R (et méme de classe C*), on en
déduit par opérations algébriques que

f est de classe C! sur R

Pour tout x € R, on a :

sin(—x) — sin(z)

fl-a) = - = —f(2)

cos(—x) —a  cos(z) —a

Alinsi,

’ f est impaire ‘

Remarque. On peut donc réduire l’étude de f a RT. On obtiendra ensuite toute la courbe
en faisant une symétrie par rapport a l’origine.

On dérive comme un quotient :
cos(z)[ cos(z) — a] — sin(z) [ — sin(x)]
(cos(z) — a)2

cos?(x) — acos(z) + sin*(x)
(cos(z) — a)2
1 — acos(z)

(cos(z) — a)2

f'(x) =

Le dénominateur étant strictement positif, le signe de f'(z) est celui de 1 — acos(z), c’est &

1
dire celui de — — cos(z). La fonction cos étant décroissante sur [0, 7], pour tout = € [0, 7], on
a
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a les équivalences suivantes :

1 1
— —cos(x) > 0 <= — > cos(z)
a a

Ainsi,

<= Arccos (é) <z

—w<T

f est strictement décroissante sur [0,w] et strictement croissante sur |w, 7.

(e) En complétant par imparité, on obtient le tableau de variations suivant :

fx

~

fw)

4. La droite verticale passant par A ne coupe pas le cercle C (car la distance entre cette droite et C
vaut a — 1 > 0). Toutes les autres droites passant par A ont une équation de la forme y = mzx + p,
ce qui est le cas de la droite D. Comme elle passe par A on a y4 = mx s+ p ce qui donne facilement
p = —ma. La droite D a donc une équation de la forme :

y=m(x —a) avecmeR

5. Pour tout (m,f) € R* on a les équivalences suivantes :

M(0) € Dy, <= sin(6) = m( cos(6) — a)

sin(6)
cos(f) —a
= m= f(0)

= m =

6. Le point M (0) a pour coordonnées (1,0) et le point M(7) a pour coordonnées (—1,0). Ces deux
points sont évidemment sur la droite Dy d’équation y = 0.

Ces deux points sont les seuls points d’intersection entre C et Dy. Comme —1 < 1 (abscisses des
deux points), on en déduit, par définition, que :

M (0) est visible du point A alors que M (7) ne 'est pas
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7. (a)

0D>

M() / M(0)

Notons m = f(61) = f(0). D’apres le résultat de la question 5, on a d’une part m = f(6;)
donc M(0y) € D,, et d’autre part m = f(63) donc M(6,) € D,,. Comme par définition on a
aussi A € D,,, la droite D,, contient les trois points A, M(6;) et M(6s) ce qui prouve qu’ils
sont alignés.

D’une part M (6;) et M(63) sont les deux seuls points d’intersection de la droite D, avec C.
D’autre part, on a 0 < 6; < 0y < 7 et la fonction cos est strictement décroissante sur [0, 7]
donc cos(#y) > cos(fz). Comme les nombres cos(6;) et cos(fy) sont respectivement les abscisses
des point M(6,) et M(6,), cela prouve, par définition que M (6;) est visible du point A et que
M (6) ne lest pas.

-
N

La fonction f étant strictement décroissante sur [0,w], 1'égalité f(0;) = f(0s) fait qu’il est
impossible d’avoir 6, < w (sinon on aurait deux éléments de [0, w] ayant la méme image et f
ne serait plus injective). On a donc 6y > w.

De méme, f étant strictement croissante sur [w, 7], 'égalité f(61) = f(fs) fait qu'il est im-
possible d’avoir §; > w (sinon on aurait deux éléments de |w, 7] ayant la méme image et f ne
serait plus injective). On a donc ¢, < w.

Pour conclure, on a donc :
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8. (a)

Si 0 = w, alors la droite D,, est tangente au cercle C (d’apres le résultat de la question 2.d) :
comme il n’y a qu'un seul point d’intersection entre la droite et le cercle, le point d’intersection
est évidemment visible du point A dans ce cas.

On suppose maintenant que 6 < w.

A la lecture du tableau de variation, on a donc m = f(6) > f(w).

Toujours a la lecture du tableau de variation, 1’équation f(6) = m possede exactement deux
solutions dans [0, 7] :

{01 =0 S [0,&)[

0 G]UJ,?T]

Les deux seuls points d’intersection entre la droite (AM(6)) et le cercle C sont M(6;) = M ()
et M(0s). Comme 0 < ) < w < Oy < 7, on en déduit d’apres le résultat de la question 7.b
que

le point M () = M (6,) est visible du point A.

On raisonne de maniére analogue en posant m = f(0) > f(w).
A la lecture du tableau de variation, I’équation f(0) = m possede exactement deux solutions

dans [0, 7] :
(91 € [O,W[
092 =40 E]w, 7T]

Les deux seuls points d’intersection entre la droite (AM (9)) et le cercle C sont M(6,) et
M(05) = M(0). Comme 0 < 0] < w < 0y < m, on en déduit d’apres le résultat de la question
7.b que

le point M (6) = M(6,) n’est pas visible du point A.

9. Par symétrie on peut facilement voir que :

si 0 € [—w, 0] alors M () est visible depuis le point A;
si 0 € [—m, —w[ alors M(0) n’est pas visible depuis le point A.
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Partie B : un contour apparent d’une quadrique I

1
1. VAER, Ps(\) =det(S —\) = 1 2 =(1-)2%-

() -G

|
I
—_
|
>
| =

et :

2. (a) R est une matrice symétrique réelle.

D’apres le théoreme spectral, R est donc diagonalisable par le biais d’une matrice orthogo-
nale, autrement dit, il existe une matrice diagonale D € M3(R) et une matrice Q@ € M3(R)
orthogonale, telles que D = Q' RQ.

Or Q est orthogonale, donc Q7' = Q. Finalement :

3—A 0 0

0 1—A L
(b) YAeR, Pgr(\) =det(R—\3) = _1 D)

0 —— 1—A

2
1-X  —=
=(3-\). 1 2 en développant par rapport a la lere colonne
—— 1—A
2

= (B3—=N).[(1-))?*- %] =B-NN\—- l)()\ - §) d’apres la question 1.

2 2
Ainsi,
13
Sp(R) =4=,=,3
p(R) {2,2, }

On peut donc prendre :

1
-0 0
2 3

D=110 20

2
00 3
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1
Déterminons alors E1 = ker(R — 513) :

x 1 T 0
z z 0
5
-0 0
s 0 5 T3 y | =10
0 —- =
2 2

1
On sait que 3 est une valeur propre d’ordre de multiplicité 1 donc dim E% =1.

0 0
De plus, Uy 1 ] e E% donc E% = vect 1
1 1
Comme on cherche une matrice ) orthogonale, il faut normer le vecteur propre précédent.
Soit :
0
N 1

1 = —=

1
V2

E &)

= vect(eq

D=

Remarque. La question est ambigiie : il est difficile de savoir si les correcteurs attendent les
détails pour la recherche d’un sous-espace propre, ou si le fait d’expliquer comment on fait
avec la calculatrice suffit ...

, : . . 3
On détermine de méme les vecteurs propres associés aux valeurs propres 5 et 3.

Ceci peut se faire a ’aide de la calculatrice, en utilisant par exemple la TT nspire CAS

— On saisit la matrice a I’aide de I’éditeur graphique, dans la variable R.

— On tape "eigVI(R)”, puis "eigVc(R)”. La calculatrice donne alors les valeurs propres, puis
les vecteurs propres correspondants.

— En identifiant 0.707107 & v/2, on pose donc :

0
1
— —
e = —. 1 et on a: I3 = vect(e
2 \/§ o 3 ( 2)
1
2= 0] etona: Ey= vect(e_g))
0
1 1 1
Remarque. [l est par ailleurs tres facile de voirque R. | 0 | =3 0 |, donc a=1| 0
0 0 0

est un vecteur propre associé a la valeur propre 3.

7/ 12



Correction de CCP 2 année 2013 TSI2

Conclusion. On a D = 'QRS) avec

1
2 g 0 L [0 0 V2
D=1¢9 2 ol et Q=—711 1 0
2 V21 1o
0 0 3
3. Soit la forme quadratique ¢ : Es — R ou &3 est 'espace eucli-

TH—y?%—z? = 322+t —yz 4+ 22
dien orienté de I’énoncé.
Remarque. (z,y,2) — 322 4+ y? —yz + 2% est un polynéme homogéne de degré 2, donc q est bien
une forme quadratique. N .
Soit M le point de &3 tel que OM =T + y? + z k, ¥ a pour équation ¢ (OM) = 1.

%
La matrice de ¢ dans la base ( T,k ) est R.

Placons nous dans le repere R’ = (O; €1, €5, €;).

D’apres les formules de changement de base pour la matrice d'une forme quadratique, la meﬂrice
de ¢ dans la base (6—1>,€—2>,6—3>) est 'QRQ = D, car ) est la matrice de passage de (T),T), k) a
(e, 3, &).

Si on note (X,Y, Z) les coordonnées de M dans le repere R', une équation de X est alors :

.
q (OM) =
t X X
& Y | DY | =1
Z Z
& —X2+§Y2+322: 1
2 2
X2 Y? 22
Cette équation est de la forme — + =l —|— — =1,

> est un ellipsoide.

4. (a) M e& <= M est ala fois dans le plan P et sur ¥

1

— {=3
3+ —yz+ 22 =1

( 1

==
= 01y
3. (5) +yt—yz 422 =1
1
_§
v —yz+ 2t =1
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1
T ==

Ainsi, M €€ — 3 9
Y —yz+ 2t =2

1
(b) Soit O/(g,O, 0) et | Ry = (O 7, ?) un repere de P.

Dans R, £ a pour équation y? — yz + 2% = % de la forme ay® + b2> + cyz +dy + ez = f
& est donc une conique, éventuellement dégénérée.
Soit la forme quadratique ¢ : P — R
YT+ z? — y* —yz+ 2% (polynome homogene de degré 2)

%
La matrice de ¢, dans la base (77, k) est S.
13
On a vu que Sp(S) = {5, 5}
Chaque valeur propre étant de multiplicité 1, les sous-espaces propres F 1 (S) et E% (S) sont
de dimens%n 1.

Appelons J et & des vecteurs propres normeés tels que £ (S) = vect(?) et s (S) = vect(?),
L 0
la matrice de g2 dans la base (7, [_(>) est Dy = | 2 3
0o 2
2

La matrice S étant symétrique réelle, ses sous-espaces propres sont orthogonaux entre eux. Il
en résulte que la famille (J, K) est orthonormale (donc libre). P étant un plan, (O'; 7, )
est donc un repere orthonormé de P.

—

2 2
£ a pour équation y* —yz + 22 = 3 dans Rs, ce qui équivaut a ¢ <OM> =3 en notant (y,z)

les coordonnées de M dans Rs.

Notons alors (Y, Z) les coordonnées de M dans (O'; 7, I_(>) Dans le repere (O'; 7, ?), £ a
¢ 2 1 3 2
pour équation : ( Y ) .Ds. ( Y ) =2 &Y 4+ 272=1

7 Z 3 73 2 3
& §Y2—|—gZ2—1 en multipliant ar2
1 12~ prant pat 3
(c) € fquation de 1a forme o + 2o — 1 2 et b= 2. (Onabiena>b)
n 101N Irme —— _— = ve = — = —. n 1€EN a
C a u eequa e la 10 eaz b2 avec a \/ge 3 a (§]

’5 est une ellipse ‘ de centre O, de grand axe [a] on v et @ sont les sommets de coordonnées

<_%,0) ot (%o) dans le repére (0'; J, K).

Remarques.
o Pour la construction de €, on connait également le petit aze B3] ot B et 3 sont les points

2 2
de coordonnées (O, —§> et <O, 5) dans le repere (O'; 7, [?)

o —~1,2

V3
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N

-14

2 —
Remarque. La surface d’équation y* —yz + 2> = 3 dans (O; _1>, T), k) est un cylindre ellip-

tique de direction (Ox). € est une section droite de ce cylindre.

5. (a) 3ay +ynv —ynan + 2y =3 x 02 +0—-0x 1+ 1% =1, donc :

—

(b) NA a pour coordonnées (1,0, —1).
H
I1 en résulte que (NA) = N + vect(N A) a pour équations paramétriques :

r=A
y=20 AER
z=1—A\
(3 4+ —yz+22=1
(¢) M(z,y,2) € (NA)AS < I €ER, ;:3
( z2=1-A
(2= )\
y=20
& dX € R, Y
[ 3N+ (1—-N)?=1
r=A
y:
< I ER, 11—
4N =2\ =
r=A
ederd V=Y
z=1-=A
[ A2A—-1)=0
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1 1
Dou M(z,y,z) € (NA)NY < M(0,0,1) =N ou M (§,O,§>

1 1
Conclusion. (NA) coupe la surface ¥ en N et au point M’ (5, 0, 5)

1
Comme 3 > 0, on a trouvé un point M', point d’intersection de ¥ avec (AN) qui vérifie

Ty > N, donc

’N n’est pas visible du point A.‘

6.
¢
%(u,v,w) 6
Y(u,v,w) € R*, grad ¢(u,v,w) = —(u,v,w) | = 20— w
ov
—v + 2w
9 (u,v,w)
By (U U5 W

v G (5] () () i

3 3 3 3 9
= ﬂ =1, donc :
9
BeX
(b) ¥ a pour équation ¢(z,y,z) = 0.
2
—
BeXetgrado(B)=| V2 | # 0, done
G

_>
grad ¢(B) dirige la normale au plan tangent a ¥ en B.

— —
Ainsi, M(x,y,z) €e g < BM.grad$(B) =0

! 2
T3
& y—g V2 =0
z+? —V2
@2(:16—%)—1—\/5(?;—?)—\/5( ?):0

2 2 2
2x — = 2y — = —V2z—=-=0
< 2T 3—|—\/_y 3 V22 3
<:>2x+\/§y—\/§z—2:0
<:>Qx+\/§y—\/§z:2
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(c) 24+ V24— V224 =240—0=2, donc

Comme A appartient au plan tangent a la surface 3 en B, d’apres I’énoncé,

. 6u
%
8. grad¢(T) = 20 —w = 0 sietseulement siu=1v=w=0.
—v 4 2w
Or (0,0,0) ¢ X, donc tous les points de ¥ sont réguliers.

De la méme maniere qu’a la question 7.(b),
—  —
M(z,y,2) € lly < TM.grado(T) =

r—u ou
S| y—v |, 20 —w =0
zZ—w —v 4 2w

S b6u(r—u)+ 2v—w)(y—v)+ (—v+2w)(z —w) =0

& 6ur — 6u” + (20 — w)y — 20 + vw + (—v + 2w)z + vw — 2w? =0
& 6uz + (20 — w)y + (—v + 2w)z — 6u® — 20% + 20w — 2w? = 0
& 6uz + (20 — w)y + (—v + 2w)z — 2 (3u® + v* —vw + w?) =

-

=1 car TEX

& 6ur + (2v —w)y + 2w —v)z =2

TeX
A ellp

i

9. T(u,v,w)eTl

i

3u? +v —ow+uw?=1

T

TeX
6ux1+0+0=2
T

= GPOZ £

Conclusion.
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